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AiiT. XXtV. La mn u del terz' ordine contidtnda rom« tleitiana di tre ditene reti di 

coniche P4J, Ii3 

UftA cHbicJ b* In iiileini di puiU corrU|Kmd«nti (146). rnu<lnlit(ri fompteti iascrilU In tiaa 
tiiblca (116. b). PrnpriHli di iiiKllro punti di «ma athica. amili !» stesso Utgenziak 
( }(T). Polari di un pnAlo rispello a pib nibicbe siztgeliche ( I48K Proprietà de* punti di 
(ofllaito delle langenb condotte ad una cubica da Ire suoi ponti in tinca retta (HO). Tre 
sisinni di conirhe tangenti in tre punii ad una cubica; conirhe areni! con essa un contali'* 
sipnnio ( 150 t. 
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Xetla faPo/a, 6g. . ai ponga la lettera e ni punto ove concorrono le rclle a'a, m'm, O'o. 

aCCH-HTE 

Pag. 7. Alia terza nota aggiungete: Battacuni. Snlla dip<n</enia uarnhietole delle figure 
(Afetnoric delia il. Aecadetnia delle scienze , voi. 3, Napoli p. EXi e p. 188J. 

Pag. 16 e 41 (numeri 31 e 49). L' importanle teorema sull* involiizioBc dei gruppi di punii in cui 
una trasveicate incontra pili curve d' un fascio i stato enuncialo in lutla la sua generalilà da Poecelet 
( Comptrs rrndtcs. 6 mai 1813, p. 953). SrvEM aveva dimostrato i)nr] teorema per le cenictie : 
moire tur ie$ lignei rfu iceond ordre (Anoalrs de Ceeso.v.vi, t. |7. Nismes 1836>37, p. ISO). 


(*) Di quest' errafa-com'^ sono debìiore alla cortesia del mio egregio amku E. bsiriuMi. 
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I P«iit doacitiii voHdra.daM r/<a( adad d« la acteoM, 
généralner et créer «a (doodrie: l« géaie a’etl pina 
indiapeiiiable pour aiouler uà* pieire i l’MiAce* 
rCiA«LKS, Aperfu hUtmiqw, p. 369). 


Il desiderio di trovare , coi metodi della pura geometrìa , le dimostrazioni 
degli importaDlissimi leoreroi enunciati dalP illustre STeuiER nella sua breve 
Memoria « Allgmtint Eigemchaften der algeÒraitchen Curven » ( Chelle, t. 47), 
mi ha condotto ad intraprendere alcune ricerche delle quali offro qui un sag- 
gio benché incompleto. Da poche proprietà di un sistema di punti in linea 
retta ho dedotto la teoria delle curve polari relative ad una data curva d' or- 
dine qualsivoglia , la qual teoria mi si è alTarciata così spontanea e feconda di 
conseguenze, che ho dovuto persiiadernii , risiedere veramente in essa il meto- 
do più naturale per lo studio delle linee piane. Il lettore intelligente giudiche- 
rà se io mi sia apposto al vero. 

La parte che ora pubblico delle mie ricerche, è divisa in tre Sezioni. 
La prima delle quali non presenta per sé molta novità, ma ho creduto che, 
oltre alle dottrine fondamentali costituenti in sostanza il metodo di cui mi ser- 
vo in seguito, fosse opportuno raccogliervi le più essenziali proprietà relative 
all* intersezione ed alla descrizione delle curve, affinchè il giovane lettore tro- 
vasse qui tulio ciò che è necessario alla intelligenza del mio lavoro. 

La teorìa delle curve polari costituisce la seconda Sezione, nella quale 
svolgo e dimostro con metodo geometrico, semplice ed uniforme, non solo i 
teoremi di SrErnER, eh* egli aveva enunciati senza prove, ma moltissimi altri 

I 
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ancora, io parte nuovi ed in parte già ottenuti dai celebri geooietri Pitcnea, 
€aylet, Hesse, Clebsgh, Saliom rol soccorso delT analisi al- 

gebrica. 

Da ultimo applico la «teorìa generale alle curve del lerz^ ordine. 

Oltre alle opere de' geometri ora citali, mi hanno assai giovalo quelle 
di MACLAirim, Caenot, Po»celet, Cuasles, BoEtuiEi, Mobil», JoKQiiàae», 
Bischoff ccc., allo studio delle quali è da attribuirsi quanto v'ha di buono 
nel mio lavoro. Io sarò lietissimo se questo potrà .contribuire a diffondere in 
Italia P amore per le speculazioni di geometria razionale. 
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SEZIONE I. 

PRINCIPII FONDAMENTALI. 


:ì 


4 .HT» I. B«l r«pp«rco AMiirmonleo. 


1. In una retta siano dati quattro punti a, b, c, d; i punti a, b de- 
terminano col punto c due segmenti, il cui rapporto è col punto d 

co 

due altri segmenti , il rapporto de’ quali ^ quoziente dei due rap- 

dò 


porti , 


oc ad 

èT ■ Ib 


dicesi rapporto anarmonico {*) de’ quattro punti a, b, e, d e si iodica col 
simbolo {abcd) (**). Mutando l’ordine, net quale t punti dati sono presi in 
considerazione, si hanno ventìquallro rapporti anarmonici , quante sono le per- 
mutazioni di quattro cose. Ma siccome: 


ac ad ^ bd he ^ ca cb db da 
cb db da co ad bd . be oc ’ 

ossia ; 

( abcd ) = ( bade ) — ( edab ) = ( deba ) , 


cosi qiie' venliqiiallro rapporti anarmonici sono a quattro a quattro eguali fra 
loro. Ossia, fra essi, sei soli sono es.senzialmenle diversi: tali sono i se- 
guenti: 

( aÒed ) , ( aedb ) , ( adòc ) , 

1 1 ( abde ) , ( acbd ) , ( adeb ) . 

Si ha poi : 

( oc ad \ / ad oc \ 

cb ‘ db ) \ db cb } * * 

ossia : 

( o6c<f ) ( abdc ) = 1 , 


<*/ Craslks. Aperfu hìitorique mr origine et te dévetoppement des metkodet e» g^metrif 
prffraUi t l'Académif de (IraxcM*^ m iJiRTìer ISSO). BruxellM IBS7, SI. 

**, Maaicii, l>er banfcentrùe&tf Cateut , Uiptig tSÌ7 , img. 241 t Uf;. — Witischel. fJrundii- 
nien der neueren Geometrie, LeiptiB I8SB, f»f. 21 e sef. 
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ed analogamente: 

( oedÒ ) ( aebd ) = 1 , 

( adòe ) ( adcb ) = 1 , 

ossia i sei rapporti anarmonici 1} sono a due a due reciproci. Chiamati fon- 
damentali I tre rapporti 

( abcd ) , ( acdb ) , ( adbc ) , 

gli altri tre sono i valori reciproci de' precedenti. 

Fra quattro punti a, 6, c, d in linea retta ha luogo, com' è nolo, la 
relazione : 

ftc . od -+- ca . 6d -H o6 . cd =[0 , 

dalla quale sì ricava: 

ea bd eA ed ^ 

6c od bc ad 

ossia : ( abcd ) -k ( ocW ) = 1 , 

e cosi pure ; ( acdb ) *t- ( adcb ) == 1 , 

I adbc ) -4- ( abde ) =: 1 ; 


cioè i sei rapporti anarmonici 1}, presi a due a due, danno una somma egua« 
le alP unità ( rapporti anarmonici comp/ementart ). 

Dalle precedenti relazioni segue che, dato uno de' sei rapporti anarmoni- 
ci 1), gli altri cinque sono determinati. Infatti, posto ( aòcd ) z= il rap- 


porto reciproco è ( óbde ) = 


. I rapporti complementari di questi due sono 


( oc6d ) = 1 


X , ( adbc ) = 


À — 1 
X 


. Ed i rapporti reciproci degli ultimi 


due sono ( acdb ) = 



{add>) = ^ 

A — I 


2. Congiiingansi i dati punti d ad un arbitrario punto o situa- 

to fuori della retta oò.... ( fìg. 1/), cioè formisi un /ascio o{a , b , c , d) 
di quattro rette che passino rispettivamente per a, b, c, d e tulle concorra- 
no nel centro o. I triangoli aoc, cob danno: 

oc flo ^ scn aoc 

eh bù sen cob 


Siiuilmenle dai triangoli aod, dob sì ricava: 


epperò : 


od 00 sen aod 

db bo sen dob * 

ac ad sen aoc sen aod 

eh ' db sen cob sen dob 
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ovvero, iodicaodo con A, B, C, /> le qaatlro direzioni o{a, b, c, e 
con AC t CB,... gli angoli da es&c comprc&i: 

oc ùd sen AC sen AD 

eh ' db sen CB * seii DB ’ 

eguaglianza die scriveremo simbolicamente cosi : 

( abed ) =: sen ( ABCD ). 

fiW espressione del secondo membro di quest* equazione si dà il nome di 
rapporto anarmonico delle quattro rette A, B, C, D. Dunque: il rappor- 
to anarmonico di quattro rette A , B ^ C » D concorrenti in un 
centro o è eguale al rapporto anarmonico de* quattro punti 
a , b t e y d in cui esse sono incontrate da una trasversale, i^er 
conseguenza, se le quattro rette ^ C, D sono segale da un'altra trasver- 
sale in a'f b'y e*y d', il rapporto anarmonico dì questi nuovi punti sarà egua- 
le a quella de* primi a, ò, c, d. E cosi pure, se i punti a, b, c, d ven- 
gono uniti ad un altro centro o' mediante quattro rette A', B', Cy D'y il rap- 
porto anarmonico di queste sarà eguale a quello delle quattro A, By C, D. 

3. Dati quattro punti a,ò,c,<i in linea retta e ire altri punti a, ò', c' 
in un* altra retta, esiste in questa un solo e determinato punto d'y tale 
che sia: 

( a'b'e'd' ) = ( flfted ). 

Ciò riesce evidente, osservando che il segmento a'b' dev* esser diviso dal 
punto d' in modo che sì abbia : 

a'd' _ / oc \ a'c 

• rf'Ò' \ rfò * cb ) cb’ 

Donde segue ebe, se i punti aa' coincidono ( fig. 2.*), le rette bb'y cr', 
dd' concorreranno in imo stesso punto o. 

Ànalogamcnle : dati due fasci di quattro rette ABCD, A'B'CD', t centri 
de’ quali siano o, d, ed i rapporti anarnionìci 

sen (ABCD) , sen {A'B’CD') 

siano eguali, se i raggi AA' coincidono in una retta unica ( passante per o e 
per o' ) , i tre punti BB', CC, DD' sono in linea retta. 

Dati quattro punti a, ò, c, d in una retta ed altri quattro punti a',b', 
e'y d' in una seconda retta (fig. S.**), se i rapporti anarmonici { oòcd ) , 
(a'òVd') sono eguali, anche i due fasci di quattro rette a{a'b'c'd'), a'(a6cd) 
avranno eguali rapporti anarmonici ( 2 ). Ma in questi due fasci i raggi corri- 
spondenti aa'y da coincìdonoj dunque i tre punii ( oò', db), (ac', de), 
( ad, dd ) sono in linea retta. Questa proprietà oltre una semplice regola per 
costruire il punto d, quando siano dati abed, dh'c'. 

Ed in modo somigliante si risolve I* analogo problema rispetto a due fa- 
sci di quattro rette. 

4. Quattro punti a, b, e, d in linea retta diconsi armonici quando sia: 

( abed ) = — 1 , 
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epi>erò anche: 

( bade ) = ( edab ) = ( deba ) = { abdc ) = ( bacd ) = ( cdba ) — { dcab ) = — I . 


1 pumi Uf b e cosi pure e, d clicoiisi couiu^a/i fra loro (*). 


ad 


Se il punto d si alluniaDa a distanza infìnila, il rapporto — ha pei- 

db 


lìmite — 1 ; f|iiimU dall’ equazione (aòcrf) = — 1 si ha — = i , ossia e è 

eb 

il punto dì mezzo del segamento ab. 

liO relazione armonica ( abed ) 1 , ossia 


ae. ad 

cb db 

mostra che uno de’ punti c, d, per esempio e, è situato fra a e 6, meutre 
l’altro punto d d fuori del segmento Unito ab. Laonde, se a coincide con ò, 
anche e coincide con essi» E dalla stessa relazione segue che , se a coincide 
con Ci anche d coincide con a. 

La relazione armonica individua uno deNpialtro punii, quando sian dati 
gli altri tre. Ma se questi sono coincidenti, il quarto riesce indeterminato. 

Analogamente: quattro rette .4, By C, D, concorrenti in un punto, di- 
ronsi annonkhe , quando si abbia : 

sen ( 4 BCD ) = — I , 

cio4> quando esse siano incontrale da una trasversale qtialuuque in quattro 
punii armonici. 

5. Sia dato ( fìg. 4.”) un quadrilatero completo, ossia il sistema di 
«piatirò rette segantisi a due a due in sei punti a, b, e, a, b', c'. Le Ire 
diagonali aa, bb', cc’ formano un triangolo a/9^. Sia x H punto coniugato ar- 
monico di ^ rispetto a e^ c' e sia y il coniugalo armonico di y rispetto a 
ò, b\ La retta coniugala armonica di aa’ rispetto alle aeb', ac'b ed anche la 
retta coniugata armonica di a'a rispetto alle a'6c, a'òV dovranno passare per 
X e per y. Dunque questi punti coincidono insieme con a, punto comune al- 
le bb‘, cc'. Donde segue che ciascuna diagonale è divisa armonicamente dalle 
altre due. 

Di qui una semplice regola per costruire uno de’ quattro punti armonici 
a, y, 6, b'y quando siano dati gli altri tre. 

Una somigliante proprietà appartiene al quadrangolo completo ( sistema di 
quattro punii situati a due a due in sei rette ) e dà luogo alla costruzione Hi 
un fascio armonico di quattro rette. 

6. Quattro punti m, , , ni 4 in linea retta , riferiti ad un punto o 

della retta medesima^ siano rappresentali dall’ equazione di quarto grado: 

2) 4 . 4B . -H 6C. om* -h 4/> . om -f* £ = 0 , 

cioè siano om,, radici delD equazione medesima. 


V*) il iHinlo 6 «limi coniug<Uo armonico di a ai due c, d, «cc. 
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Se it rapporto anarmonico ( è eguale a — 1, avrà: 

»n,m;5 . •+• m^m^; . = 0 , 

ovvero, soslitucmlo ai segmenti le differenze om;:; — om| , . . . ed 

avendo riguardo alle noie relazioni fra ì roellìcienti e le radici di un' equa- 
zione : 

yt ( om, . om^ H- mn~ . om^ ) — 2 C = 0. 

Analogamente: le equazioni — I , ( | := — 1 danno: 

A ( om, , om-, -4- om^ . om^ ) •— 2C = 0 , 

A ( om, . om^ -4- om ^ . oni;, ) — 2C = 0 . 

Moltiplicando fra loro queste Ire equazioni si otterrà la condizione neces- 
saria e suificiente, aflìnchè uno destre sistemi ( ) , 

( ) sia armonico. Il risiillalo é simmetrico rispetto ai segmenti om, , 

onij , om^, om^y epperò si potrà esprimere coi soli coeflicienti delP equazio- 
ne 2). Si ottiene cosi : 

ace h- ^BCD — AD^ — = 0 

come condizione perchè i pimii rappresentati dalla data equazione 2) , presi in 
alcuno degli ordini possìbili, formino iin sistema armonico (*|. 

AmT, II. Projeltlv’llà delle pnnlecfflnle e delle «Ielle. 

7. Chiameremo fmnteggìafa la serie de* punti situati in una stessa retta , 
e fascio di rette o stella la serie delle rette ( situate in un piano ) passanti 
per uno stesso punto ( centro della stella ) |**). Le punteggiale e le stelle si 
designeranno col nome comune di forme geometriche. Per elementi di ima for- 
ma geometrica intcndansi i punti o le rette costituenti la punteggiata o la 
stella che si considera. 

Due forme geometriche si diranno projettive quando 
fra i loro elementi esista tale relazione, che a ciascun 
elemento della prima corrisponda un solo e determinato 
elemento della seconda ed a ciascun elemento di questa cor- 
risponda un solo e determinato elemento della prima 

Per esempio: se una stella vien segata da ima trasversale arbitraria, i 
punti d' intersezione formano una punteggiata proiettiva alla stella. 

Dalla precedente definizione segue evidentemente rhe due forme projettive 
ad una terza sono projettive fra loro. 

8. Consideriamo due rette punteggiate. Se i è iin punto fìsso della prima 
retta, un punto qualunque m della mede^sima sarà individuato dal segmento 
tm; ed analogamente, un punto qualunque m’ della seconda retta sarà indi- 
vidualo dal segmento fm', ove f sia un punto fìsso della stessa retta. Se le 


(*) Salmo?! . UtiOHS introduetory to thè modern higfier alfffbra , Dabim 1850. p. loa. 

{**1 Bkllavitis, tMeomtlria detcriUita, Padova 1851 , p. 75. 

(***i Craaiis. Principe de eorreepondance enire deux oàjets Poriabtet ete. ((>>mpt«$ ren- 
ilHs ile r Ac»d. de Fraoce, 14 dicembre 1855 ). 
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due punteggiate sono projettivc c «e m , m' sono punti corrispondenti , fra i 
segmenti tm, /m' avrà luogo una relazione, la quale, in virtù della defini- 
zione della projcttività , non può essere che della forma seguente : 

1 ) X . im . jm À . im -h ft . jm p — 0 j 

ove X, r &ono coefGcienti costanti. Quest’ equazione può essere seoipli- 

lìcala, determinando convenientemente le origini t, ji". Sia t quel punto della 
prima punteggiata, il cui corrispondente è all’infinito nella seconda retta: ad 
tm = 0 dovrà corrispondere ym' oo , quindi ^ = 0. Cosi se supponiamo che 
j sia quel punto della seconda punteggiata , a cui corrisponde il piiuto all' in- 
finito della prima, sarà A = 0. Perciò l’equazione 1) assume la forma: 

2) im . jm = A* , 

ove A è una costante. 

Stano a, ò, c, d quattro punti delia prima retta; d, 6', c‘, d' i loro 
corrispondenti nella seconda. Dalla 2) abbiamo : 


quindi : 



ac' = — 


A . ac 
ia , ic 


Analoghe espressioni si ottengono per c'ò‘, dd\ db', e per conseguenza : 

a'c' ad' oc ad 

e'b' d d cb ' db * 

cioè : 

( db'c'd' ) = ( abed ). 

Abbiansi ora una stella ed uua punteggiata, projettivc. Segando la stella 
con una trasversale arbitraria si ha una nuova punteggiata , che è proietti- 
va alla stella , e quindi proiettiva anche alla punteggiata data ( 7 }. Sia- 
no a, b, c, d quattro pumi della punteggiata data, A, B, C, D ì corri- 
spondenti raggi della stella ed d, b', c, ri' ì punti in cui questi raggi sono 
incontrali dalla trasversale. Avremo : 


Ma si ha anche ( 3 ) : 
dunque: 


( db'c'd' ) = ( abed ). 

( db'c'd' ) = seo ( Afìt'O | , 
( abed ) = sen ( J fJC/) }. 


Da ultimo, siano date due stelle proiettive: segandole con due trasver- 
sali (o anche con una sola ) si avranno due punteggiate, rispellivarocnlc pro- 
iettive alle stelle, epperò proiettive fra loro. Siano A, B, C, D quattro rag- 
gi della prima stella; A', B', C, D’ i quattro corrispondenti raggi della 
seconda; a, b, c, d td d, b', c', d' i quattro punii in cui questi raggi sono 
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incODtraiì dalle rìspeuive trasversali. A cagione della proiettivìtà delle due 
piioieggiale abbiamo: 

( a'^'c'd' ) = ( abcd ). 

Ma si ha inoltre ( 2 ) : 

( a'6'c'd' ) =: sen ( À'B'CD ) , ( abcd ) = sen ( À8CD ) , 

dunque : 

SCO ( À'B CD ) = sen ( ABCD ). 

Concludiamo che: date due forme projetiive, il rapporto 
aiiarmouico di quattro elementi quali si vogliauo dell' una 
è eguale al rapporto anarmouico de’ quattro corrisponden- 
ti elementi dell'altra. 

Da ciò consegue che , nello stabilire la projetlività fra due forme geo- 
metriche, si ponno assumere ad arbitrio tre coppie d’elementi corrispondenti, 
per es. aa\ bb\ re'. Allora , per ogni altro elemento m dell’ ima forma , il 
corrispondente elemento ni dell' altra sarà individuato dalla condizione del- 
I’ eguaglianza de’ rapporti anarmonici (a'6’c’m ), ( d6cm ). 

9. Supponiamo che due rette punteggiate projeltive vengano sovrapposte 
r una all’ altra ; ossìa imagìniamo due punteggiate projeltive sopra una medesima 
retta , quali a cagiun d’ eberopio si ottengono segando con una sola trasversale 
due stelle projetlivc. La projetlività delle due punteggiale è rappresentata dal- 
I' equazione 2) : 

im . y'm' — k. 

Per mezzo di essa cerchiamo se vi sia alcun punto m che coincida rol suo 
corrispondente m'. 

Se le due punteggiale s’ iinaginano generale dal movimento simultaneo 
de’ punti corrispondenti m, ni, è evìdcnic che questi due punti si moveranno 
nello Stesso senso o in sensi opposti, secondo che U costante k sia negativa 
o positiva. 

Sia A > 0. In questo caso è manifesto che si può pi'endere sul prolun- 
gaineiilo del segmento fi... un punto e tale che si abbia ie.fe = k. £ se 
si prenderà sul prolungamento di ij... tin punto f, che sia distante da j 
quanto e da t, sarà if.ff^k. Cioò i punti e, f, considerati come apparte- 
nenti ad una delle due punteggiate, coincidono coi rispettivi corrispondenti. 

Ora sìa Az: — A^. I punti m, ni nou potranno, in questo caso, coin- 
cidere che entro il segmento ij. Si tratta adunque di dividere questo segmento 
iti due parli im, mj, il rettangolo delle quali sia A*. Quindi, se 3A < ij", vi 
saranno due punti e, y sodisfacenti alla questione: essi sono i piedi delle ordinate 
perpendicolari ad ij' ed eguali ad A, del semicircolo che ha per diametro ij. 
Se — non vi sarà che il punto medio di ij' che coincida col proprio 
corrispondente. Da ultimo, se 2A > i/, la quistione non ammette soluzio- 
ne reale. 

Concludiamo che due punteggiale projeltive sovrapposte hanno 
due punti comuni (reali, iroaginari o coincidenti), equidistanti 
dal punto medio del segmento t'y'. 

Che i pun(i comuni dovessero essere al più due si poteva prevedere an- 
che da ciò che, se due punteggiate projeltive sovrapposte hanno tre punii 
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coincidenii coi mpeitivi corrispondcmi, c»se sono idtntitht. Infaui,se ( ofrcm ) 
= ( abem ) , il punto m' coincide con m. 

Se e, / !iODO i punU comuni di due punteggiate proiettive i^ovrapposie , 
nelle quali aa, bb' siano due coppie di punti corrispondenti, si avrà P egiia> 
glianza de* rapporti aoarmonici : 

( abtf ) = ( a'b ef ) , 

che si può scrìvere cosi; 

{aa'ef) = (bb'efì, 

donde si ricava che il rapporto anarnionico {aàef) é costante^ qtia> 
lunqiie sia la coppia aa'. 

10. Siano date due stelle proiettive, aventi lo stesso centro. Segandole 
con una trasversale, otterremo in questa due punteggiate proiettive: due pun> 
ti corrispondenti m , tn sono le intersezioni della trasversale con due raggi 
corrispondenti M, M' delle due stelle. Siano e , f i putiti comuni delle due 
punteggiate. Siccome i punti e , f della prima punteggiata coincidono coi loro 
corrispondenti e', f della seconda, così anche i raggi £, F della prima siel> 
la coincideranno rispettivamente coi raggi F che ad essi corrispondono 
nella seconda stella. Dunque , due stelle projeltive concèntriche hanno duf rag- 
gi comuni (reali, imagioari o coincidenti), cioè due raggi, ciascun de'qiia- 
li è il corrispondente di sè stesso. 


A«T. III. Teoria de* eeiilrl armonfei* 

11. Sopra una retta siano dati n punti a,Uj...an èd un polo o. Sia 
poi m un punto della retta medesima , tale che la somma dei prodotti degli n 

rapporti — ^ , presi ad r ad r , sìa nulla. Esprìmendo questa somma col simbo- 
oa 

lo ) > 'I punto m sarà determinalo per mezzo della equazione; 

\ oa /r 

( ma \ 

) = 0 , 

00 /r 

che , per V identità ma ~ oo — om , può anche scriversi ; 

2 ) S(- = 0, 

V om oa /r 

ossia sviluppando: 

ove il simbolo esprime il numero delle combinazioni di n cose prese 
ad r ad r. 

L* equazione 3) , del grado r rispetto ad om , dà r posizioni pel punto m: 
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(all r punti m chiameranno (*) centri armonici ^ del grado r, 

del dato sistema di punti rispetto al polo o. 

Quando r = I ^ si ha un solo punto che è staio considerato da 
Foncklbt sotto il nome di centro delle medie armoniche 

Se inoltre è n = 2 , il punto m diviene il coniugato armonico di o ri- 
spetto ai due ( A ). 

12. Se l’equazione t) si moltiplica per oa, . oo^ . . . oa,. e si divide per 
ma, . mOj . . . rmin 9 essa si muta evidentemente in quest’ altra: 


4) 



donde si raccoglie : 

Se m è un centro armonico, del grado r, del dato sistema di 
punti rispetto al polo o, viceversa o è un centro armonico, del 
grado n^r, del medesimo sistema rispetto al polo m. 

13. Essendo ... mr gli r punti che sodisfanno all’ equazione 3|, sia fi 
il loro centro armonico di primo grado rispetto al polo o; avremo l’equa- 
zione : 




0 


analoga alla 2), ossia sviluppando: 




Ma, in virtù della 3), è: 


dunque : 


ossia : 



n 

Ofi 




Ciò signiHca che ^ è il centro armonico, di primo grado, del dato sistema 
di punti a,Oj...aR rispetto al polo o. 

Indicando ora con ft uno de’ due centri armonici, di secondo grado, del 
sistema m,mj...mr rispetto al polo o, avremo l'equazione analoga alla 2): 

s(J_ - -L) = 0, 

\ Oft om /t 


(*) lONQDiiàtft, .Vémoirt tur la théorit dtt póUt et polairet etc. (Joumil ile M. Liowilli. 
lesr, p. ÌM ). 

I**) Mémoire tur Ut eeniret det mofennet Harmoniquet (Giornale di Caitti, t. 3, aerii- 
■0 I8SS» p. 12»i. 
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oHÌa, sfiluppaodo: 

Ma, in TÌrlù della 3), si ha: 


\ Ofi / ofi \om/i Vom/s 


^ i ). = (i). > 2 ( iX = -ìjs (-ix ’ 


onde sostituendo ne verrà: 

n(n-l|/ l \» 


^ Of^ / Oli \ oa / 1 ^ oa /i 


vale a dire: 


\ Ofi oa /i 

dunque (t è mi centro armonico, di secondo grado, del sistema a,o.^ . . . a» 
rispetto al polo o. 

Lo stesso risultato si ottiene continuando a rappresentare con fi un cen> 

tro armonico, del terzo, quarto, ( r 1 P"'"' grado, del sistema 

rispetto al polo o. Dunque: • 

Se sono i centri armonici, di grado r, del dato 

sistema a,aj...On rispetto al polo o, i centri armonici, di grado 
% (i<f), del sistema m(mj...mr rìspcUo al polo o sono anche 
i centri armonici, del grado s, del sistema dato rispetto allo 
stesso polo 0 . 

14. Se m è un centro armonico, del grado n -- 1 , del dato sistema 
a,(ij...aN rispetto al polo o, si avrà T equazione 4) nella quale sìa posto 
r = n~1. Vi s’introduca un arbitrario punto t (della retta data) mediante 
le note identità oa = otHhio, ma = ia'~’im, onde si avrà: 


= 0 , 

V IO — im /i 


ossia, sviluppando: 

5) im*' * { n . 01 -f- 2{io), )— Ì (« “1 1 <» 2i(ia), 4- 2 £(10)5 j 

H-im”^ I (n — 2 } oi £( ia ) j -t- 3 £(ta);, j . . I { oi £( w)«_ , n £( « )» ) = 0 . 

Siano i centri armonici, di grado n — f , del dato siste- 

ma rispetto al polo 0, cioè i punti che sodisfanno alla 5}; si avrà: 

, _(n — r)oiS(ia)rH-(r+lì2(«i)r+, 

2 im)r = : — T-T • 

n.oi -H 2(ta)f 
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Ora si* ft uno de' centri armonici, de) grado n ~ 3 , del «isiema 
rispetto ad un punto o' retta data); avremo analogameule alla fi): 

(n — 1 )o't H-2( ifn)| ) — (h — 2 ) o'i 2( im 3 Z(im j 

-t-(— l)"-^{oÌ2(im)„_yH-(n — I ) 2( imU_i 1 = 0* 

In questa equazione posto per £(tm)r il valore antecedentemente scritto, si 
ottiene: 


oi.o'iÌrt(n— (n— l)(n— 3)iV""‘'s{ia),-i-|n— 2)(n — 3)iV*“*S{ia|a... ) 

H-iw-f-o'i) I (n— t)iV** ^2jia),— 2 jn— 2)i/i"”^2(ia)5H-3(n— 3|»v" } 

+ 1 1 . sV"'^ 2(.<j),-2 . 3 iV””’ 2(ia| ,+3 . 4 V““‘ S(io)j. .. j = 0 ; 

il qual risultalo, essendo simmetrico ris|>etto ad Oj o', significa che: 

Se sono i centri armonici, di grado n^l, del sistema 

a,Oj...aN rispetto a) polo o, e se sono i centri armonici, di 

grado f) — 1 , dello stesso sistema a,o.j...aN rispetto ad un altro polo o' ; 
i centri armonici, del grado n — 2, del sistema fw,m^ . . . . rispetto 
al polo 0 coincidono coi centri armonici, del grado n — 2, del sistema 
rispetto al polo o. 

Questo teorema, ripetuto successivamente, può essere esteso ai centri 
armonici di grado qualunque, e allora s'enuncia cosi: 

Se m,m^...mr sono i centri armonici, di grado r, de) siste* 
ma dato a,aj...a^ rispetto al polo o, e se sono i 

centri armonici, di grado r', dello stesso sistema dato rispetto 
ad un altro polo o', i centri armouici, di grado r-+-r' — n, del si- 
stema rispetto al polo o coincidono eoi centri armo- 
nici, dì grado r-i-r' — n, del sistema . . . . mV , rispetto al 

polo o. 

15. Se m e fi sono rispettivamente i centri armonici, di primo grado, 

dei sistemi a,a^...an ed rispetto ai polo o, si avrà: 

n _ 1 ^ 1 I 

OM 04], OQ., oa„ * 

n-l _ 1 1 1 

Ou OOj OOii 

Si supponga ^ coincidente con a, : in ul caso le due equazioni prece<lenti , 
paragonate fra loro, danno om = ou. Dunque: 

Se a, è il centro armonico, di primo grado, del sistema di 
punti o^o,. .. Un' rispetto al polo o, il punto u, A anche il centro 
armonico, di primo grado, del sistema a,o^...<]*i rispetto allo stes- 
so polo. 

16. Fin qui abbiamo tacitamente supposto che i dati punti a,a.^...a». 
fossero distinti, ciascuno dai restanti. Suppongasi ora che r punti 
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eoÌDcidano in un solo, che deootereiuo con Oq- Allora, se nella equazione d) 
si assume % in luogo dell* origine arbitraria i, risulta eTidentemenie : 

£(ia)H = 0, 2( = 0 , S(fa)„_r+i = ® » 

onde r equazione 5) riesce divisibile per a„m’ * , cioè r — 1 centri armonici 
del grado n ~ t cadono in , e ciò qualunque sia il polo o. Ne segue inoU 
tre, avuto riguardo al teorema (13), che in cadono r— 2 centri armo- 
nici di grado n — 2; r — 3 centri armonici di grado n — 3,... ed un cen- 
tro armonico di grado n — r -4> 1. 

17. L'equazione 3) moltiplicala per dm'* e per ( >> 1 )' od, . oa^ . . . oa„ 
diviene: 


et om' 2(oa)„^— (n— l)o m'"‘ 2(oo •+* 


(«— r-»-2) (n— r-t-1 ) 
_ 


‘ oa) n 


. n(rt— — r-;- 1) 

(-1)’ rV -'2:(oa)« = 0. 

1 . 2 ... r 


Suppongo ora che il polo o coincida, insieme con andn., ...an.^ 1 , in 
un unico punto. Allora si ha: 


2(od)« = 0, £(oa)«_, = 0 , . . . = 0 i 

quindi I* equazione che precede riesce divisibile per om* , ossia il polo o lien 
luogo di i centri armonici di grado qualunque, (ili altri r — s centri armoni- 
ci, di grado r, sono dati dall* equazione: 


ove le somme S(oa) contengono solamente i punti d,d.^ . . .On_^. Dunque, gli 
altri r — s punti m, che insieme ad o preso s volle costituiscono i centri ar- 
monici, di grado r, del sistema d,dj...dM rispetto al polo o, sono i centri 
armonici, di grado r — s, del sistema d|a^...d„_« rispetto allo stesso polo o. 

Si noli pui che, per s = r+ 1 , I* ultima equazione è sodisfatta iden- 
ticamente, qualunque sia m. Cioè, se r -h 1 punti a ed il polo o coincidono 
insieme, i centri armonici del grado r riescono indeterminati, onde potrà as- 
sumersi come tale un punto qualunque della retta . . . 

18. Abbiasi, come sopra ( 11 ), in una retta R ( fig. 5.*) un siste- 
ma di n punti a|a,...dn cd un polo oj sia inoltre m un centro armonico 

di grado r, onde fra i segmenti ma, oa sussisterà la relazione 1). Assunto 

un punto arbitrario c fuori di A e da esso tirate le rette ai punti o, a, m, 

seghìnsi queste con una trasversale qualunque £' nei punti o\ a', m'. Allora 
si avrà : 


m a 
ca' 


sen cm a 
sen cam 
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oa 
ca 

donde st ricava: 

ma m'a 

oa oà 

Il secondo membro di questa equazione non varia , mutando i punti a,d. 


quindi avremo: 

mai ma.^ ma» m'a't m'a'^ m'a'n 

oa, oOj oa» o'a’i 0V3 o'a'n 


Siccome poi la relazione I) è omogenea rispetto alle quantità — , così se 

oa 

ne dedurrà: 



cioè : 

Se m è un centro armonico, di grado r, di un dato sistema di punii 
a,Oj...an situati in linea retta, rispetto al polo 0 posto nella stessa retta, 
e se lutti questi punti si proiettano, mediante raggi concorrenti in 110 punto 
arbitrario, sopra una trasversale qualunque, il punto m' (proiezione di m) 
sarà un centro armonico, di grado r, del sistema di punti a',a'j...a'H (pro- 
iezioni di a,aj...a» ) rispetto al polo d (proiezione di 0 }. 

Questo teorema ci abilita a trasportare ad un sistema di rette concorrenti 
in un punto le definizioui ed i teoremi superiormente stabiliti per un sistema 
di punti allineati sopra una retta. 

19. Sia dato un sistema di n rette AìAì...Ah un’altra retta O, 
tutte situale in uno stesso piano e passanti per un punto fìsso c. Condotta 
una trasversale arbitraria R che, senza passare per c, seghi le rette date in 

a,aj...o„. si imaginino gli r centri armonici di grado r, 

del sistema di punti a|aj...a„ rispetto al polo 0 . Le rette ... con- 

dotte da c ai punii m,m^...mr si chiameranno assi armonici, di grado r, 
del dato sistema di rette AìAì...A^ rispetto alla retta 0. 

Considerando esclmivametUe rette passanti per c, avranno luogo i seguenti 
teoremi, analoghi a quelli già dimostrati per un sistema di punti in linea retta. 

Se ^ un asse armonico, di grado r, del dato sistema di rette A^Aì... 
rispetto alla retta O, viceversa O ^ un asse armonico di grado n — r , del me- 
desimo sistema , rispetto alla retta M, 

Se Mr sono gli assi armonici, di grado r, del dato siste- 
ma Anf rispetto alla retta 0,gli assi armonici, di grado $ (s<r|, 

del sistema . .. 3fr> rispetto ad 0, sono anche gli assi armonici, del 

grado s, del sistema dato, rispetto alla stessa retta 0. 

Se . Mr SODO gli assi armonici, di grado r, del sistema dato 

rispetto alla retta O e se M'ìH'ì. •• M'n ^<^no gli assi armo- 
nici, di grado r, dello stesso sistema dato, rispetto ad un'altra retta 0‘; 


od _ sen co a 
cd sen eoa ’ 

sen edm' sen cma 

sen co'd sen eoa 
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gli a&si armonici , ili grado r-^-r'^n, del sistema ilfiJlfjt. .. if,. , rispetto alla 
retta 0\ coincidono cogli a&si armonici , di grado r h- r' n , del sistema 
M ìM'f. . . Jfrj rispetto alla retta O. 

Qualunque sia la retta 0, se r fra le rette date ^|^^... An coincidono 
in una sola, questa tien luogo di r — 1 assi armonici di grado n — 1,dir-~ 2 
assi urroonici di grado n — 2 ,... di un asse armonico di grado n — r -i- t. 

Se s rette A„An^i • • • • coincidono fra loro e colla retta Oy qiie* 

sta tieo luogo di s assi armonici di qualunque grado, e gli altri r — s assi 
armonici, di grado r, sono gli assi armonici, di grado r^s, del sistema 
rispetto ad O. 

20. Se al n.° 18 la trasversale R' vien condotta pel punto o, ossia se 
la retta R si fa girare iulorno ad o, il teorema ivi dimostralo può essere eniio* 
ciato così : 

Siano date n rette A^A^.^éAn concorrenti in un punto e. Se per un 

polo fisso 0 si conduce una trasversale arbitraria it che seghi quelle n rette 

uè' punti aia^...au, i centri armonici di grado r, del sistema . . . a«, ri« 
spetto al polo o, generano, ruotando R intorno ad o, r rette M[Mi . . . .Ur con- 
correnti in e. 

K dagli ultimi due teoremi (19) segue: 

Se s rette A,tA„_i»,,An_^i fra le date coincidono in una sola A^, 
questa tien luogo di s — (n — r) delle rette . . Afr« Se inoltre j4q passa 

pel polo 0 , essa tien luogo dì a delle rette . . . Jfr< Le rimanenti r — a, 

fra queste rette, sono il luogo de’ centri armonici di grado r — #, (rispetto al 

polo o) de’ punti, in cui R sega le rette AiA^ . . . A/^g. 

IV* Teorin «Idi* InvolaBienc'. 

21. Data una retta, sia o un punto fisso in essa , a un punto variabile ^ 

inoltre siano At] , /i| ... quantità costanti ed a una quantità variabile. 

Ora abbiasi un’equazione della forma; 

1| fcft oa” -r- A in-i 00 ** o 1 oa" oa" '. ( = 0. 

Ogni valore di o dà n valori di oa, cioè dà un gruppo di n punti a. 
Invece, se 6 dato uno di questi punti, sostituendo nella ]} il dato valore di oa, 
se nc dedurrà il corrispondente valore di o, e quindi, per mezzo dell’equa- 
zione medesima, si otterranno gli altri n — > 1 valori di oa. Dunque, per ogni 
valore di o, l’equazione 1) rappresenta un gruppo di n punti cosi legati fra 
loro, che uno qualunque di essi determina tutti gli altri. Il sistema degli in- 
finiti gruppi di n punii, corrispondenti agli infiniti valori di o, dicesi tntTo/u- 
zwne del grado n (*). 

Una semplice punteggiala può considerarsi come un’ involuzione di pri- 
mo grado ( 7 ). 


1*) Oén^ralitalion <U la théorit dt t'invo/ation ^Anojii i% 

Kona issa, pag. 80). 
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Un* ifivoluiioiM è deUrmioata lU dite grtippì. Jofaui, m ie «quationi: 

1 t — , — n-H 

knoa ^*■k^^oa «..= 0, n^oa -4- A„^j oa ,..=:0 

rappresentano ì due gruppi dati , ogni altro gruppo dell' involuzione sarik rap> 
presentalo dalla : 

ku 00* kn^^oa ^ it{h„oa* h„_^ 00 0, 

ove u sia una quantità arbitraria. 

23 . Ogni qualvolta due punti a d* uno stesso gruppo coincidano in un 
solo, diremo che questo è un punto doppio dell' involuzione. Quanti punti doppi 
ha l'involuzione rappresentata dall' equazione 1 )? La condizione che queste- 
qnazione abbia due radici eguali si esprime eguagliando a zero il discrtmrnnn/e 
della medesima. Questo discrintinanle è una funzione^ del grado 2 (n — 1 )^ 
de' coefRcienli dell'equazione; dunque, eguagliandolo a zero, si avrà un* equa* 
zione del grado 2 (n — t) in «. Ciò significa esservi 2 (n-~ 1 ) gruppi, ria< 
scuno de' quali contiene due punti coincidenti, ossìa: 

Un* involuzione del grado n ha 2(n— 1) punti doppi. 

23 . Siano n|aj...a„ gli n punti costituenti un dato gruppo. Il centro 
armonico m, di primo grado, di questi punii, rispetto ad un polo o preso ad 
arbitrio sulla retta data, è deleruiinato dall'equazione: 



donde, avuto riguardo alla 1), si trae: 


om = — n 


O A| 

Quindi, il segmento compreso fra chic punti m, m', centri armonici di 
due gruppi diversi, si potrà esprimere così: 


mm' — om — otn = 


(t> — o') 

( A| -+ ehy I ( Al -t- o'Ai I 


Siano ora mj , m^, Ì centri armonici ( di primo grado e relativi 

al polo o) di quattro gruppi, corrispondenii a qiiallio valori 0| , «3, 0^ 

di 0; avremo: 


(wimom^fn^) = ^ : * ; 

0| — 03 e ^ — u ^ 

questo risultato non si attera, se invece di 0 sì assuma un altro punto; cioè 
il rapporto anarmonico dei quattro centri è indipendente dal po> 
lo 0. !Se segne die la serie de' centri armonici (di primo grado) di tuli* i 
gruppi, rispetto ad un polo 0, e la serie de* centri armonici (dello stesso 
grado) de' gruppi medesimi, rispetto ad un altro polo 0, sono due pumeg> 
giate proiettive. 

3 
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Per rapporto anarmonico di quattro gntppi di tm* mvo/un<me , intende^ 
remo il rapporto aoarrnonico de^ loro contri armonici di primo grado , l’elalivi 
ad un polo arbitrario. 

Sia m lino de' centri armonici, di grado r (rispetto ad un polo o), di 
un dato gruppo deli' involuzione 1). L'equazione 6) del n.^ 17, avuto riguar- 
do alla I) del n.” 21, ci darà; 

2) om (/;,w — rH-ljom*^ * ) 


n( n— t ) ... (n — r-f- 1 ) 
r. 2 . . . r 


( H- oA„ ) — 0 ; 


dunque: i centri armonici, di grado r, de' gruppi deli' involuzione 1) formano 
una nuova involuzione del grado r. Ogni valore di o dà un gruppo dell' in- 
voluzione 1) od un gruppo delP involuzione 2), cioè i gruppi delle due invo- 
luzioni si corrispondono tra loro ad uno ad uno. E sicroiue il rapporto anar- 
monico di quattro gruppi dipende esclukivanienle dai quattro corrispondenti 
valori di u, cosi il rapporto anarmonico dì quattro gruppi dell' iiuoliizione 2) 
è eguale al rapporto anarmonico dc^ quattro corrispondenti gruppi dell' involu- 
zione 1). La qual cosa risulta anche da ciò, che due gruppi corrispondenti 
delle due involuzioni hanno, rispetto al polo o, lo stesso centro armonico di 
primo grado (13). 

24. Due involuzioni date sopra una stessa retta o sopra due rette diverse 
si diranno projftiite , quando i centri armonici, di primo grado, de' gruppi 
dell’ima, rispetto ad un polo qualunque, ed i centri armonici, di primo gra- 
do., de’ gruppi dell' altra , rispetto ad un altro polo qualunque , formino due 
punteggiale projettive. Da questa detìnizione e da quella del rapporto anariiin- 
nico di quattro gruppi di un'involuzione si raccoglie che: 

Date due involuzioni projettive, il rapporto anarmonico di 
quattro gruppi dell’ima è eguale al rapporto anarmonico de' quat- 
tro corrispondenti gruppi dell’ altra. 

Cioè il teorema enunciato alla line del n.^ 8 comprende anche le iuvolu- 
zionì, purché queste si risguardino quali forme geometriche, i cui elementi 
sono gruppi di punii. 

(a) C>rcliiamo come si esprima la projeltività di due involuzioni. 

La prima di esse si rappresenti coll'equazione 1) e la seconda con que- 
st' altra : 


3) K,..Oa"‘ -t- \H^.'OA.’'-...+a„\ = 0, 

ove A è un punto qualunque della retta , nella quale è data la seconda invo- 
luzione^ O è roiigiiie de' segmenti in questa retta; //n> sono coef- 

lìcienli costanti. 

Supponiamo, com’ è evidentemente lecito, che ai gruppi o=r0, oz=oc, 
c r: 1 della prima involiiziotic corrispondano nella seconda i gruppi ^ = 0, 
(9 (?zz 1. Allora, alTìiidiè le equazioni 1) c 3) rappresentino due grup- 

pi foffisponrfcn/i , è necessario c sufficiente che il rapporto anarmonico dei 
quattro gruppi o = (0,eo, l,o) della prima involuzione sia eguale a quello 
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de’ gruppi della seconda, cioè de*’ ei^sere u = (?. Dunque 

la seconda involuzioDe, a cagione della sua projeliÌTÌlà colla prima, si potrà 
rappresentare così: 

4) A’jj, . OA -r- . . . ATfl w I H,n -OA . -H j ” 0. 

Le equazioni 1) e 4), per imo stesso valore di danno due gruppi corri* 
spondenli delle due involuzioni projetlire. Ed eliminando o fra le equazioni 
medesime si avrà la relazione che esprime il legame o la corrispondenza dei 
ponti Qf A. 

(b) Se le due involuzioni sono io ima stessa inetta, i punti a, i4 si pos- 
sono riferire ad ima sola e medesima origine: cioè al punto O può sostituir- 
si 0 . In questo caso, si può anche domandare quante volle il punto a coincida 
con uno de’ corrispondenti punti A. Eliminalo o dalle 1), 4} e posto oa in 
luogo di 0^ , si ha la : 

5) ( Ah • 00 "♦"•••'+' ^11 ) ( Olii ■ oa -4- . . . -I- ffjj ) 

— ( A„ . oa s ■ . . . *4- Ay ) ( Km >00 -f- . , . -h Kq ) — 0 , 
equazione del grado n -f- m rispetto ad oa. Dunque: 

In una retta, nella quale sian date due involuzioni projettive, 
i* una di grado n, l’altra di grado m, esistono geiieraimenic 
n m punti, ciascun de’ quali consideralo come appartenente 
alla prima involuzione, coincide con uno de’ punti corrispondenti 
nella seconda. 

Questi si chiameranno i punti comuni alle due involuzioni. 

( c) Se r equazione 1) loolenesse nel suo primo membro il fattore oa , es- 
sa rappresenterebbe im’ involuzione del grado n , i cui gruppi avrebbero r 
punti comuni, lutti riuniti in o; ossia essa rappresenterebbe sostanzialmente 
un’ involuzione del grado ti — r , a ciascun gruppo delta quale è aggiunto r 
volle il punto o. In tal caso è manifesto che anche il primo membro dcl- 
r equazione 5) sarà divisibile per oa’^ ; cioè gli n + m punti comuni alle due 
involuzioni proposte saranno cnsiituiti dal punto o preso r volte e dagli m-f n — r 
punti comuni alla seconda involuzione ( di grado m ) ed a quella di grado 
n — r, alla quale si riduce la prima, spogliandone i gruppi del punto o. 

Se inoltre i gruppi della seconda involuzione contenessero $ volle il pun- 
to 0 , questo figurerebbe r -t- a volte fra i punti comuni alle due involuzioni. 

( d ) Se un gruppo della prima involuzione ( per es. quello che si ha po- 
nendo 0 = 0) contiene r volle uno stesso punto o, e se il corrispondente 
gruppo della seconda involuzione contiene s volle lo stesso punto o, ove sta 
s>f, è evidente che l’equazione 6) conterrà ne! primo membro il fattore 
oa , cioè il punto o terrà il posto di r punti comuni alle due involuzioni. 

» (e) £ superfluo accennare che, per le rette concorrenti in uno stesso pun- 

to, si può stabilire una teoria dell’ involuzione affatto* analoga a quella siieispo- 
sta pei punti di una retta. 
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Merita speciale studio P involazìone di secondo grado o quadratico , 
per la quale, fatto n =: 2 nella 1)^ si ha un' equatione della forma: 

4 — 4 

6) k^.oa -*~k^ ,00 -*-kQ-^u{h^.oa -hh, .ooH-ft^) = 0. 

Qui ciascun gruppo A composto di due soli punti, ì quali diconsi coniu* 
gtUii e chiamasi punto centrale quello, il cui conitigalo è a distanza infinita. 
Posta P origine o de' segmenti nel punto centrale ed inoltre assunto il grup- 
po, al quale esso appartiene, come corrispondente ad o:=ao, dorrà essere 
hj = Aq = 0. Pertanto, se a, a sono due punti coniugati qualunque , P equa- 
zione 6) dà: 


Confrontando questa equazione con quella che esprime la projcttìviià di due 
punteggiate (9): 

IO . jTa = cost. 


si vede che P involuzione quadratica nasce da due punteggiate projettive , le 
quali vengano sovrapposte in modo da far coincidere i punii t, j corrispon- 
denti ai punti alP infìniio. Altrimenti possiam dire che due punteggiate projet- 
live sovrapposte formano un' iiivuluzione ( quadratica ) , quando un punto a , 
consideralo come appartenente alP una o alP altra punteggiata , ha per corri- 
spondente un solo e medesimo punto a'. 

Da tale proprietà si conclude che nelP involuzione quadratica, 
il rapporto a n armonico di quattro punti è eguale a quel- 
lo de' loro coniugati. 

(a) Siano e,f \ due punti doppi (22) delP involuzione, determinati dal- 
l'eguaglianza M = cosi. ^ avremo: 


( efaa' ) = ( efàa ) , 


cio^ il rapporto auariiionico (e/oo' ) è eguale al suo reciproco , epperò è 1, 
non potendo mai il rapporto anarmouico di quattro punti dipinti essere egua- 
le ali' unità positiva. Dimqiie: nell' involuzione quadratica, i due 
punti (loppi e due punti coniugati qualunque formano un 
sistema armonico. 

Ne segue che un* involuzione di secondo grado si può considerare come 
la serie delle infinite coppie di punti aa clic dividono armonicamente un dato 
segmento ef. 

(b) Due involuzioni quadratiche situate in una stessa retta hanno un grup- 
|H) comune, ciod vi sono due punti a, d tali, che il segmento ad è diviso 
armonicamente si dai punti doppi e, f della prima^ che dai punti doppi g^h 
delia seconda involuzione. Infatti: sia preso un punto qiialntique m nella retta 
data; siano m' ed m,, i coniugati di in nelle due involuzioni. Variando m/ i 
punti m', m(, generano due punteggiale projellive, i ponti comuni delle quali 
costituiscono evidentemente il gruppo comune alle due involuzioni proposte. 
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B evideiitt che dae involuzioni di grado egvalo, ina superioi*e al 
secondo, »i(iiale in una Mesaa retia, non avranno in generale alcun grnp|K> 
romiine. 

d6. La teoria dell' involuzione quadratica ci servirà nel risolvere il prò* 
hlema che segue. 

Se abcd sono quattro punti in linea retta , abbiamo denominali fondamen- 
tali (1) i tre rapporti anarmonici: 

( abcd ) = A , ( aedb ) = -j , ( adbc ) — — - — . 

Se i primi due rapporti sono eguali fra loro, vale a dire, se: 

1 

71 A = ossia X* — A -4- 1=0, 

I - A ’ 

si ha anche: 



cioè tutti e tre i rapporti anarmonici foodameoiali sono eguali fra loro. 

Dati i punti abc in una retta , cerchiamo di determinare in questa un 
punto d, tale che sodisfaccia all' eguaglianza : 

( abcd ) = ( aedò ) , 

ossia : 

( (Acd ) = ( cabd ). 

Assunto ad arbitrio nella retta data un punto m, si delermioi un pun- 
to m’ per modo che sia 

( o6om ) = { cabm' ). 

Variando simnliaoeamenle tn, m' generano due punteggiale proiettive, 
neiic quali ai pumi a, b, e, tn rorrispondoso ordinatamente c, o, h, m'. 
Se chiainansi d, e i punti comuni di queste pimieggiale, si avrà: 

( abcd ) = ( cabd ) , ( abee ) = ( tabe ) , 

cioè il proposto problema è risoluto da ciascuno de' punii d , e. 

Ora siano a, y i tre punti della retta data, che rendono armonici i 
Ire sistemi (6,c,a,a), (c,o,6,^), (a,6,c,y);ì due sistemi (o,6,c,y), 
(a,c,ò,^) saranno proiettivi, c siccome al punto ò, considerato come ap- 
partenente all'uno o all'altro sistema, corrisponde sempre c,così le tre cop- 
pie 00 , òc, sono in involuzione, cioè a è un punto doppio dell' involii- 
/ione quadratica determinata dalle coppie Ac, ^y. L'altro punto doppio delle 
stessa involuzione è a, poiché il segmento 6c è diviso armonicamente dai pun- 
ti o, a. Dunque a, a dividono armonuamenlc non solo Ac, ma anche ^y. 
Si ha pcrciè : 

I beaa I = ( liyaa ) = — * I , 
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o&SM i Sistemi [b, c, a, a), (|9, a, a) tono pitijeUm: la qua! cosa 
torna a dire che le coppie aa , 6^ , ey sono in ioToluzione (*). 

Da un punto o preso ad arbitrio fuori della retta data iroagininsi condotti 
i raggi o(Oi a fb, (ì i e, y) e o(d,e},i quali tutti si seghino con una tras« 
versale parallela ad oc nei punti a! , a\b'f oo ,y\ d' , e . Avremo: 

a'd' 

À =1 ( acdb ) = ( a'ot db' I = —777 , 
a 6 


onde la 7) diverrà: 

8) a'd'^ “ ad • a'b' -h a'b'^ “ 0. 

Essendo ( abey ) = — 1 , si ha ( a' ò' 00 / ) =: — 1 , cioè / è il punto medio 
del segmento a'b'. Quindi, per le identità: a d := y'd — y'a' , a'6'= — 2y'a, 
la 8) diviene: 

9) y'd^ = ye'^ = 3/a' . y'b' , 

donde si ricava che / è il punto medio del segmento d'é' , cioè si ha 
Ide'ooy'fzr — ], epperò (decy ) = — 1. Similmente si dimostra essere (deéj?)=— I, 
( deoa ) = — 1; vale a dire d, e sono i punti doppi dell’ involuzione 

M rapporto anarmonìco A è dato dall* equazione 7), ossia è una radice 
cubica imaginaria dì — 1. Per conseguenza, i quattro punti ( aòcd ) od 
( abee ) non possono essere liuti reati. L* equazione 9) ha il secondo membro 
negativo 0 positivo, secondo che db' siano punti reali 0 imaginari coniugali. 
Dunque, se i tre punti dati a, A, e sono timi reali, i punti de sono imagi- 
nari coniugati; ma se due de* tre punti dati sono imaginari coniugati, i pun- 
ti de sono reali. 

L* equazione 8) poi mostra che , se db' — 0 , anche dd' = de = 0 ; 
cioè, se due de* punti dati coincidono in un solo, in questo cadono riuniti 
anche ì punti de. 

37. Chiameremo egiuianarmonico un sistema di quattro punti, i cui rap- 
porti anarmonici fondamentali siano eguali , ossia un sistema di quattro punti 
aventi per rapporti anarmonici le radici cubiche imaginarie di — 1. 

Quattro punti in linea retta siano rappresentali ( 6 ) dall* e- 

qu azione : 

10) À . om ~t- 4 ff . OBI ■+■ CC . OBI *+- 40 . obi -f- i? — 0. 

Se il sistema di questi quattro punti è equìanarmonico , si avrà: 

( m,m^m.m4 ) = ( BijiM^Bi^m^ ) , 

ovvero, sostituendo ai segmenti Bi|m^,... le diflerenze om^ — om, , . . . : 

(om, —OBi^) (om, — om:,} (oni;— obi^I {om|— om-} -l-(om., — om,}^ (om, — omJ'= 0, 


Stackt, Gtomffrie der Lage , Ndmbrrf 1847 . r»- DI- 
{**> St&cdt. BeOràge mr Ceoovlnr der Lagt , BQrflb«rg taS6*S7*60, 178. 
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Sviluppando le operazioni indicale, quest' equazione si manifesta siiDme> 
liica rispetto ai quattro sei;raenli om, onde si potrà esprimerla per mezzo dei 
<>oli coefficienti della 10). Ed invero, coll' aitilo delle note relazioni fra i coef- 
ficienti e le radici dì un' equazione , si trova senza difficoltà : 

AE — ABD -h 3C^ =z 0, 

come condizione necessaria e sufficiente affinchè i quattro punti rappresentali 
dalla 10: formino un sistema eqiiianarnionicn (*}. 

Art. Vt DollalslonI rolailvc alle lineo plano. 

:2S. Una linea piana può considerarsi generala dal movimento di un 
punto o dal movimento di ima retta: nel primo caso, essa è il luogo di tut- 
te le posizioni del punto mobile; nei secondo, essa è I' mei/uppo delle posi- 
zioni della retta mobile (**). 

Una retta, considerala come luogo de* punti situali in essa, è il più 
semplice esempio della linea-luogo. 

Un punto, risguardalo come inviluppo di tutte le rette incrocianlisi in 
esso, è il caso più semplice della /inea-tnei/uppo. 

Un luogo dicosi drir ordine n , se ima retta qualunque lo ìoconlra in n 
punti (reali, iinaginart, distinti o coincidenti). 11 luogo di primo ordine è la 
retta. Un sistema di n rette è mi luogo dell'ordine n. Due luoghi, ì cui or- 
dini siano rispeltivamonic n, n' formano insieme un luogo dell'ordine n-e-n'. 

Un luogo dell'ordine n non può, in virtù della sua definizione, essere 
incontralo da una retta in più di n punti. Dunque, se no tal luogo avesse 
con una retta più di n punii comuni, questa sarebbe parte di quello, cioè 
tutl' i punti delia retta apparterebbero al luogo. 

Una lìnea curva di dato ordine si dirà semplice^ quando non sìa compo- 
sta di linee d* ordine inferiore. 

Un inviluppo dìcesi della claise n,se per un punto qualunque passano n 
posizioni della retta inviluppante, ossia n rette tangenti (reali, imaginarie, 
distinte o coincidenti ). 1/ inviluppo di prima classe è il punto. Un sistema 
di n punti è un inviluppo della classe n. Due inviluppi , le cui classi siano 
n, n’, costituiscono, presi insieme, un inviluppo della classe n n. 

Se ad un inviluppo della classe n arrivano più di n tangenti da imo 
stesso punto, questo appartiene necessariamente a quell' inviluppo , cioè tulle 
le rette condotte pel punto sono tangenti dell* inviluppo medesimo. 

Una curva-inviluppo di data classe si dirà semp/tee , quando non sia com- 
posta di inviluppi di classe minore. 

39. Consideriamo mia enrva-inogo dell* ordine n. Se a è ima posizione 
del punto generatore, ossia un punto della curva, la retta A che passa per 
a e per U successiva posizione de) punto mobile è la tangente alla curva in 
quel punto. Cioè, la curva lungo delle |K>:-izioni di un punto mobile è anche 


'*) Paiuti;*, ÉquQtion de» rapporU anharmoni^t ete. { Nourdlrs Annales de Malh^nuliqiie:*, 
I 19. Paris ISSO, p. 4(9 ^ 

(**; PlOckrr, Tkeorie der a/gebrawhen Curten, B«an 1939, p. 900. 
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r inviluppo delle reUe congiungenli fra loro le 8Ucce»i?e posizioni del punto 
medesimo. 

Nel punto di contatto a la curva ha colla tangente. A due punti comuni 
{cfMtaito bipunto); quindi le due linee at ranno, in generale, altri 
punti d** intersecazione. Se due di questi n~3 punti coincidono in un soloò, 
la retta A sarà tangente alla curva anche in b. in tal caso, la retta A dice- 
si tangente doppia ; a e ò souo i due punti di contatto (*). 

Invece, se una delle n 2 intersezioni avvicina infioitaroente ad a, la 
retta A avrà ivi un contatto tripunto colla curva. In tal caso, la retta A dicesi 
tangente Uazionariaj perchè, se indichiamo con a, n, a" i tre punti iufìni- 
tamente vicini che costituiscono il contatto, essa rappresenta due tangenti suc- 
cessive na', a'a" ; e può anche dirsi eh’ essa sia una tangente doppia , i cui 
pQUli di contatto a, a' sono infinitamenie vicini. Ovvero: se la curva si sup- 
pone generala dal movimento di una retta, quando qtiesta arriva nella posizio- 
ne A cessa di ruotare in un senso, si arresta e poi comincia a inioiare nel 
senso opposto. Il punto di contatto a della curva colla tangente stazionaria 
chiamasi ffes$o , perchè ivi la retta A tocca e sega la curva , onde questa 
passa dair una alP altra banda della retta medesima. 

30. Consideriamo ora una curva-invilup|K> della classe m. Se >4 è una 
posizione della retta generatrice, cioè una tangente della curva, il punto a 
ove A è incontrala dalla tangente successiva , è il punto in cui la retta A toc- 
ca la curva. Quindi la curva inviluppo di una retta mobile è auche il luogo 
dei punto coimtne a due successive posizioni della retta stessa. 

Per un punto qualunque si possono condurre, in generale, m tangenti 
alla curva. Ma se si considera mi punto a della curva, due di quelle m tan- 
genti sono successive, cioè concidono nella tangente A. Quindi per a passe- 
ranno, inoltre, m — 2 rette tangenti alla curva in altri pnnli. 

Se due di queste ni — 2 tangenti coincidono in una sola retta la 
curva ha in a due tangenti A, B, cioè passa due volle |>er a, formando ivi 
un nodo ; le rette A c B toccano in a i due rami di curva che ivi s* incro- 
ciano. In questo caso, il punto a dicesi punto doppio (*}. 

Invece , se una delie m — 2 tangenti coincide con A , questa l'ette rap- 
presenta tre tangenti successive A, A\ A’\ ed il punto a può considerarsi 
come un punto doppio, le cui tangenti A, A' coincidano (cioè, il cui nodo 
sia ridotto ad un punto ). Nel caso che si considera , il punto a dicest cuspi- 
de 0 regresto o punto stazionario, perchè esso sappresenta 1’ intersezione della 
tangente A con A e di A' con A"', ossia perchè, se s* imagina la curva ge- 
nerata da un punto mobile, quando questo arriva in a si arresta, rovescia la 
direzione del suo moto e quindi passa dalla parte opposta della tangente A 
( tangente cuspidale ). 

Dalle furinole di Fliicker, che saranno dimostrate in seguito (x.vi.), 
si raccoglie che ima nirva-Uiogo di dato ordine non ha in generale punti 


*) I dii« frinii di conlatlA |M»M(inA mere ìmaKìnari tfoza clic U retta À cessi d'essere reale e di 
fwsseilerc tutte le firapricti di una Uagente 4r>pfia. 

Le due langeali A, D ftoann essere imafiparie, eppcrò imafinan anche t due rami delta cur- 
va , rimanendo reale il piloto d' incroriamcnlo o. Questa li . m tal caso . un punto isotato e pu& c<rasi- 
derarsi come un’ ovale inQaitcsima o erancscefile. 
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doppi n«^ cu&pùli, bensì tangenti doppie e flessi; c che una curva-inviluppo 
di data classe è in generale priva di tangenti singolari, ma possiede invece 
punti doppi c punti siaaionari. 

Però , se la curva è di natura speciale , vi [tolrauno anche essere punti 
0 tangenti singolari di più elevala tnoliiplicilà. Una tangente si dirà multipla 
'^condo il iiiimeru r, ossia ( r (piando tocchi la curva in r punti,! qua- 
li possono essere tulli distiiili, o io parte o lutti coincidenti. Un punto si 
dirà ( r quando per esso la curva passi r volte , epperò amnetta ivi r 
laogenli tulle distinte , ovvero io parte o tulle sovrapposte. 

31. Se una curva ha un punto a, ogni retta condotta per a sega 

ivi r volle la curva, onde il punto a equivale ad r intersezioni della retta 
colla curva. Ma se la retta tocca uno de' rami della curva, passanti per a, 
essa avrà in comune con (jiiesla anciie quel punto di esso ramo che è succes- 
sivo ad a; cioè <|iieslo punto conta come r -4- 1 intersezioni della curva colla 
iangeute. Dunque , fra tulle le rette condotte per a ve ne sono al più r ( le 
tangenti agli r rami ) che segano ivi la curva in r *4- 1 punii coincidenti ; ep- 
però, se vi fo.«sero r 1 rette dolale di tale proprietà, questa competerebbe 
ad ogni altra retta condotta per a, cioè a sarebbe un punto multiplo secondo 
il numero r -h 1. 

Analogamente: se una curva ha una tangente A multipla secondo r, 
questa conta per r tangenti condotte da un punto preso ad arbiliio io essa, 
ma conta per r h- 1 laugenli rispetto a ciascuno de' punti di coniatio della 
curva con A. Cioè da ogni punto di A partono r tangenti coincidenti con .4; 
e ti bOiio al più r punti in questa retta , da ciascun de' quali partono r 1 
tangenti coincidenti colla retta stessa. Onde, se vi fosse un punto di più, 
dotalo di tale proprietà, questa .spellerebbe a luit* i punti di ^4, e per con- 
'Cguenza questa retta sarebbe una tangente multipla secondo r-4-1. 

Da queste poche premesse segue che : 

Se ima linea dell' ordine n ha un punto { n a , essa non è altro che 
il sUlema di n rette concorrenli in a. Infatti, la retta che unisce a ad un 
altro punto qualunque del luogo ha, con questo, n -4- 1 pumi comuni, eppe- 
rò fa parte del luogo medesimo. 

Cosi , se un inviluppo della classe m ha una tangente ( m esso è il 
sistema dì m punii situati sopra questa retta. 

Una curva semplice dell' ordine n non può avere, oltre ad un punto 
( n — 1 anche un ptitilo doppio , perchè la retta che unisce questi due 
punti avrebbe n -4- 1 intersezioni comuni colla curva. Analogamente , una curva 
semplice della classe m non può avere una langenle ( m --- 1 ed inoltre 
un’altra iangeute doppia, pcrcliè esse rappresentcreblsero m -4- 1 tangenti con- 
correnti nel putito comune alle medesime. 


\l. Punti c liinKcnil comtinl n due cur«c. 


32. In quanti punti si segano due curve, gli ordini delle quali siano 
n, n' ? Aminetlo, come principio oidenle, che il numero delle intersezioni 
dipenda imicameute dai numeri n, n, talché lìmaiiga invariato, sostituendo 
alle curve date altri luoghi dello stesso ordine. Se alla curva d' ordine n' si 

4 
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sostitaiseono n rette, queste incontrano la curva (bordine ti in nn punti; 
dunque: due cnrre,i cui ordini siano n,n', si segano innn 
punti (reali^ imaginari, distinti o coincidenti}. 

Si dirà che due curve hanno un contano bipunto, (ripunto, ^luidrtpun- 
to , cinquipunlo, àpuntOy».. quando esse abbiano due, ire, quattro, cinque, 
sei,... punti consecutivi comuni, e per conseguenza anche due, tre, quat- 
tro, cinque, sei,... tangenti consecutive comuoi. 

Se per iin punto a passano r rami di ima curva ed r di un'altra, 
quel punto dee considerarsi come intei'sezione di ciascun ramo della prima 
curva con ciascun ramo della seconda , epperò equivale ad rr' intersezioni so- 
vrapposte. Se, inoltre, un ramo della prima curva ed un ramo della seconda 
hanno in a la tangente comune , essi avranno ivi due punti comuni , onde a 
equivarrà ad rr' *4- 1 intersezioni. In generale , se in a le due curve hanno s 
tangenti comuni, a equivale ad rr'-i-s punti comuni alle due curve. 

Come caso speciale , quando le r tangenti della prima curva e le r' del- 
r altra, nel punto comune a, coincidono tutte insieme io una sola retta T, 
questa, supposto r' <r, rappresenta r tangenti comuni, onde il numero del- 
le intersezioni riunite in a sarà r'| r *4- 1 }. Ma questo numero può divenir 

più grande, ogniqualvolta la retta T abbia un contatto più intimo con alcuna 

delle linee proposte, cioè la incontri in più di r 1 od r' 1 punti riuniti 

in a. Per esempio, se io a la retta T avesse 2r punti comuni colla prima 

curva ed r' -4- i colla seconda, il punto a equivarrebbe ad r(r'+ 1 } inter- 
sezioni delle due curve. Del che è facile persuadersi, assumendo un sistema 
di r curve K di second' ordine aventi un punto comune a ed ivi toccate da 
una stessa retta T'y ed inoltre un'altra curva qualunque C dotata di r' rami 
pas«anti per a ed ivi aventi la comune tangente 7'. In tal caso il punto a 
rappresenta r' -4- 1 intersezioni di C con ciascuna delle curve Jf; epperò ef|iii- 
vale ad r(r' -4- t ) punti comuni a C ed al sistema completo delle curve A*. 

Analogamente si dimostra che due curve, le cui classi siano 
m, m\, hanno rum' tangenti comuni. Ecc. (*). 


ART. VII. AuMoro «Ielle coM«ltslonl else delermlnmRO ana oarsa 
di «late ordine o di dola ela««e. 

33. Se una curva dee passare pei un dato punto a , ciò equivale mani- 
lestamente ad una condizione. 

Per a conducasi una retta A ; se la curva deve mnlenere anche il punto 
di A die è siircessivo ad a , cioè se la curva deve non solo passare per a , 
ma anche toccare ivi la retta A , ciò equivale a due condizioni. 

Per a conducasi una seconda retta >1^; se oltre ai due punti consecutivi 
di .4 , la curva dovesse contenere anche quel punto di A^ che è successivo 


(*} L« prufriclii drlle di c4avse »• d«diirofii> dille prAfirieU drile di dito ordiie , 
e reci|ir(KJimenle,iDcdi«iite il ^rrtncipio di duolitàftht n«i roatidcriamo come pritm'ò'ro cd Q$sotuto, 
rinh indi|xndrn(r da qualsivoglia Uons 8^«<ialr di Iravromaiionr di flgiire. 
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»d Oj ciò equivarrebbe a tre condizioni. Ma in tal ca&o, due rette condotte 
per a segherebbero ivi due volte la curva , cioè a sarebbe uu punto doppio 
per questa. Dunque, se la curva dee avere un punto doppio in ciò equi- 
vale a (re condiatont. 

Se la curva deve avere in a un punto doppio (tre condizioni), una 

retta qualunque A condotta per a conterrà due punii di quella, coincidenti in 

0 . Se la curva deve passare per un terzo punto successivo di A , cioè se 
questa retta dovrà avere in a tre punti comuni colla curva, ciò equivarrà ad 
una nuova condizione. Se lo stesso si esige per una seconda rotta A^ c per 
una terza A^ ( passanti per n ) , sì avranno in lutto sei condizìoui. Ma quan- 
do per a passino tre rette, ciascuna delle quali seghi ivi tre volle la cuna, 

quello è un punto triplo (31); dunque, se la curva dee avere in a un punto 
triplo, ciò equivale a sei conÀ'sioni. 

In generale: sia il numero delle condizioni, perchè la curva abbia 

io a un punto ( r — t )^^*. Ogni retta A condotta per a , avrà ivi r — 1 

punti comuni colla curva. Se questa dee contenere un altro punto successivo 
di A , cioè se la retta A deve in a avere r punii comuni colla curva , ciò 

equivale ad una nuova condizione. Se la stessa cosa si esìge per altre r — 1 

rette passami per a, si avranno in tutto r condizioni. Ora, quando 

per a passano r rette, ciascuna avente ivi r punti comuni colla cnrva, a è 
un puulo multiplo secondo r (31 ); dunque, se la curva deve avere in a un 
punto ( r )^^^, ciò equivale ad un numero Xr — Xr | ’• r di condizioni; os- 
_r(r-M) 
sia dTr = . 


34. Da quante condizioni è determinala una curva d'" ordine n? Se la 
curva debba avere un dato punto a multiplo secondo n, ciò equivale (33) 

condizioni. Ma una lìnea d* ordine n, dolala di un punto 


( n )''^® a è il sistema di n rette concorrenti in a (31); e, affinchè queste 
siano pienamente individuate, basta che sia dato un altro punto per ciascuna 
di esse. Dunque: 

Il numero delle condizioni che determinano una ciir- 


Se sono date solamente 


n (n-*-3 ) 
2 


condizioni, vi saranno infinite 


curve d’ordine n che le potranno sodisfare, e fra esse ve ne saranno alcune 
( siane S il numero ) che passeranno per un punto qualunque dato. L’ intero 
sistema di quelle curve, in numero infinito, chiamasi serie d* ordine n 
e d’ in dice N (**). 

Per esempio , le tangenti di una curva delia cla<^se m formano una serie 
d’ ordine 1 e d’ indice m. 


(*/ Coll, iuta curva della classe m è «IrtcrnhotU da ^ ... coudtitoai. 

(**) Jo;T{|oià8ks. Théorèmet généraux roncfrnanl Itt nmrèea pianrs d'un or> 

dre qutleoi^t (Journal de M. Liovvilli, a%Til IMI, r- II3)« 
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In (generale psi&le sempre una linea che inviluppa una serie data, cio^ 
che in ciascun de^ suoi punii tocca una curva della serie. Tutta la serie si 
può concepire generala dal movimento continuo di una curva, che vada cam- 
biando di forma e di posizione, in modo però da sodisfare alle condizioni 
proposte. 1 punii , in cui una curva della serie sega quella che le succede 
immediatamente, sono anche i punti di contatto fra la prima di queste curve 
e la lìnea inviluppo della serie. 

.35. Il teorema or ora dimostralo (34) cì mette in grado di stabilire 
quest’’ altro : che una curva $empliee dell' ordine n non può avere pid di 

(n — l)(n--2) V.,. 

punti doppi ( comprese le cuspidi ). Infatti: se nc avesse 


uno di più , per questi 


(n-l)(n-2) 


2 

[ n — 2 ! 


(«• 


f e per altri n — 3 punti del- 

, 2 -1- 3 ) 

la slessa curva, in tulio punti, si potrebbe far 

passare una curva dell’ ordine n ~ 2 , la quale avrebbe in comune colla li- 
. f ( n — t ) ( n — 2 I 


nca data 2 | ^ 

zioni ; il che è impossibile , 
dine minore (*). 


H- t 


j-f-n — 3 = w(n — 2 


2 ) 1 ìnierse- 


se la curva data non è composta di lince d’ or- 


%RT. vili. Porl«inl «Il o leor^na» di <'«b!vot. 


36. Sia dato ( lìg. 6.*) un triangolo ABC. Un punto qualunque a di 

BC è individualo dal rapporto ; e parimenti , un punto qualum)ue h di 
aB 
hC 

CA ^ individuato dal rapporto . Tirale le rette Aa^Bby queste s’ incon- 
oA 

trino in un punto m, che è, per conseguenza, determinalo dai due rapporti 

— — , — ^ , i quali chiameremo coordinate del punto m. La retta Cm seghi 
aB bA 

AB in c: così si ottiene un terao rapporto — . Fra i tre rapporti ha luogo 

C/l 

lina semplice relazione, poichA, in virili ilei nolo leorema di CtvA , si ha: 


~bA 


aC 

Vb 


cB 

cA 


Quando il punto m è sopra una delle due rette CA , CB , ima delle due 


(•) PuicKsjt, toro citato, p. ita. 
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«coordinate è imita. m è «opra AB, le due coordinale sono entrami^ 

cB 

infinite, ma è finito il loro rapporto^ che è espresso da . 


Supponiamo che m si muova sopra una retta data : i punti a t b gene- 
reranno sopra CB e CA due punteggiate projettive , cioè ad ogni posizione del 
punto a corrisponderà una sola posizione di 6 e reciprocamente. Dunque, fra 

i rapporti *=he determinano i due punti a, b, avrà luogo una 

equazione di primo grado rispetto a ciascun d’essi. Siccome poi, nel ponto 

. - » .• . aC bC 

in CUI la retta data incontra AB , entrambi i rapporti , diventano 

aB bA 

inlinili, così queir equazione non puà essere che della forma: 


1 ) 


aC he 

X . — — ^ 

qB bA 


= 0. 


Questa relazione fra le coordinate di un punto qualunque m di una retta data 
è ri«S che si chiama equazione deità retta. 

Di quale forma sarà la relazione fra le coonlinale di m^se questo punto 
si muove percorrendo una curva d^ ordine nP L^na retta qualunque, la cui 
equazione sia la 1), incontra la curva in n punti; quindi la relazione richie- 
sta c r efpiazione 1| dovranno essere simultaneamente sodisfatte da n coppie 
aC bC 

di valori delle coordinate — — , — — ; la qual cosa esìge necessariamente 
aB bA 

che la richiesta relazione sia del grado n rispetto alle coordinate del punto 
variabile, considerate insieme. 

Dunque ,se il punto m percorre una curva d' ordine ri, 
fra le coordinale variabili dì m avrà luogo una relazio- 
ne costante della forma: 


^ /aC \** 
» -(-)^ 




/ bC \» 

La) = 


la q u a I c p u ò d i rs i I* egti as i on e della curva I u o g o d c I p ii n- 
1 0 mobile. 

Recìprocamenic : se il punto m varia per modo che fra le 
sue coordinate abbia luogo una relazione costante della 
forma 3), il luogo del punto m è una curva d’ ordine n. 
37. Consideriamo di nuovo un triangolo ABC', un punto a in BC, de- 

lerniìiiato dal rapporto ed mi punto b in CA, determinato dal rapporto 


bA 


aC 


, ìndìvidiiann una retta aA la quale è, per conseguenza, determinata dai 


due rapporti 


aB bÀ 
~aC ’ TC 


. Questi due rapporti si chiameranno coordinate della 
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rena. La quale poi ioconlra AB in un terzo punto c, e cosi dà luogo ad mi 
terzo rapporto . lo virtù del noto teorema di Mbneuo, ì tre rapporti 
sono connessi fra loro dalla relazione semplicissima : 
aB bA __ cB 

aC bC cA ' 


Quando la retta ab passa per P uno o per l’altro de’ punti Ay B, una deU 
le due coordinate è zero. Se poi la retta passa per Cy entrambe le coordinai 

cB 

sono ìnfinile, ma è finito il loro rapporto . 

Supponiamo die la retta ab varii girando intorno ad un punto dato. 
Allora I punti a, b genereranno due punteggiate projeltire , epperù fra le due 
coordinate di ab avrà luogo una equazione di primo grado rispetto a ciascuna 
coordinata. E siccome, quando la retta mobile passa per C, entrambe le coor- 
dinate divengono infinite, così la forma dell’equazione sarà: 


I)' 


aB 


he 


r = 0. 


Questa relazione fra le coordinale di una retta mobile intorno ad un punto 
dato può chiamarsi I’ e^uostone del punto ( considerato come inviluppo della 
retta mobile ). 

Suppongasi ora ebe la retta oò varii inviluppando una curva della clas- 
se m; qiial relazione avrà luogo fra le coordinale della retta variabile P Da 
un punto qiiaitinqiie , T equazione de) quale sia la 1)', partono m tangenti 
della curva, cioè m posizioni della retta mobile. Dunque la relazione richiesta 
e 1’ equazione t)' dovranno essere sodisfatte simiilianeanieote da m sistemi di 
valori delle coordinate. Onde s’ inferisce che la relazione richiesta sarà del 
grado m rispetto alle coordinate considerate insieme. 

Dunque: se una retta si muove inviluppando ima curva 
della classe tn, fra le coordinale variabili della retta 
avrà luogo una relazione costante della forma: 


, / aB \”' ^ bA I / 


' aB \»f— t 
/aC/ 


(w) ’ 


la quale può risguardarsi come I' eguasione della curva 
inviluppata dalla retta mobile. 

Viceversa: se una retta varia per modo che le sue coor- 
dinale sodisfacciano costantemente ad una relazione del- 
la forma 2)', P inviluppo della retta sarà una curva della 
classe m. 

1 due importanti porismi dimostrati in questo numero e nel precedente 
sono dovuti al sìg. Cassces (*}. 


(*^ iSperfU /littori^, p. SSO. 
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38. Ripr«ndiamo l' eqiiazmne 3) 
da essa rappres«niaUi sega la rena Cj 

coordinala si desumerà dall' equazione 
avrà così: 

aC de 
oB ■ ~di 

Analogamenie , pei punti b, ò\.,. 

b€ b'C 
bA b' A 


Pei pnnti a, a',... in cui la cur^a 
bC 

ì, la coordinata è nulla e l'altra 

bA 

. . . , . b€ 

medesima , ove si faccia —, — = 0. Si 

’ Uà 


a 

cui la curva sega €A si ottiene : 
( - 1 

X 


Divisa V equazione 3) per 



c avuto riguardo al teorema di Czva , 


si ha ; 


tt H- ^ . 


aB cB 

aC “ 7T ■ ■ 




dove facendo — = 0 si avranno i punti c, e\... comuni alla curva ed al- 
aC 

la retta AB', dunque: 


cB c'B a 



Dai tre risultati cosi ottenuti si ricava: 


aB dB bC b'C cÀ e A 

aC ' de ‘ ‘ bA ' b' A ‘ * c’^ ’ * * 


c si ha così il celebre teorema di Carnot t*| : 

Se una curva deir ordine n incontra i lati di un trian- 
golo ABC n e' p u n t i aa' . . . i n BC , bb' . . . \n CA, cc' ... in AB , 
si ha la relazione 3). 

Questo teorema si applica anche ad un poligono qualsivoglia. 

39. Per n:=l il teorema di Cabnot rientra in quello di Mbnelao. Per 
n = 3 , si ha una proprietà di set punti d' una curva di second' ordine. E 
siccome una curva siffalla è determinala da cinqu4 punti (34), cosi avrà 
luogo il teorema inverso : 


(*) (ì^métrie de potition , P«rts IS03 , p. 191- 
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Se nei lati BC , CA, AB di un triangolo esistono sei punti aa'y bb , cr' 
tali che si abbia la relazione: 

aB . a B . bC . b'C * cÀ . c'A 

^ aC - a'C . bA . b'À . cB . e'B ^ ’ 

i sei punii aàbb'cc' sono in ima curva di >ccond' ordine. 

Se i punti ab’e coincidono lispettivaniente con abe, cio^ se la curva 
tocca i Iati del triangolo in a, b-j e, la precedente relazione diviene: 

aB . bC . cA 

:±: 1 . 

aC . ÒA . cB 

De'’ due segni, nati dall’estrazione della radice tjiiadrala, non può pren* 
drrsi il positivo , poiché in tal caso, pel teorema di Mk^elao,! tre punti abr 
sarebbero in una retta: il clic è impossibile, non polendo una curva di se* 
cond’ ordine essere incontrata da una retta in più che due punti. Preso adun> 
<jiie il segno negativo, si conclude, in virtù del teorema di CEVA,cbe le ret- 
te AOf Bb, Cc concorrono in uno stesso punto. Cioè: se mia curva di se- 
cond’ ordine è inscritta in un triangolo, le rette che ne uniscono i vertici ai 
punii di contatto de’ lati op|)osti passano per uno stesso punto. 

|a) Per n == 3 , dal teorema dì Carnot si ricava che, so i lati d’ un 
triangolo ABC segano una curva del lerz' ordine (o piti brevemente cubica) 
in nove punti aa'a"y bb'b'\ ecV', ha luogo la relazione seginentaria : 

aB . a'B , a"ijf . bC . b C . b"C . cA . c'A . c"A _ 

7c7o'C . a C ~bA . ò'A . ò"A . cB . e’B . c B “ 

Se i sei punti aàbb'cc sono in una curva di sccond’ ordine , si avrà an- 
che la relazione 4), per la quale dividendo la 5) sì ottiene: 

à'Ii . à’C . c'A _ 

. c 'B ” 

cioè » punti a”b"à' saranno in linea rolla. E viceversa, se a'6"c" sono in li- 
nea retta, gli altri sei punti sono in una ciirta di sccontP ordine. 

( b ) Quando il luogo di second’ ordine aa'bb'cà riducasi al sistema di 
due rette coincidenti , si ha : 

Se ne' punii in cui una cubica è segata da una retta 
data sì conducono le tangenti, i|iieste vanno ad incontra- 
re la curva in tre altri punti che giacciono in una secon- 
da retta (*). 


t*i >Wi il trxtUlo dt Maclac«in utile corvè d«l 3.* ordioe , ti adotto da ; MHatiyeM 

dt gtométrie pure, Paris >BSe , |>. 2t3. 
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Se una reità tocca una cubica in un punto a e la sega semplicemente 
iti a', <|iieslo 6Ct:ondo punto dicesì tangenziali del primo. Onde possiamo dire 
che, se tre punti di una cubica sono in una retta i loro tangenziali giac- 
ciono in una seconda retta S. 

La retta 5 dicesi retta satellite di H | retta primarta ) , cd il punto co- 
mune alle 5 si cliiama punto satellite di H. 

Se A è tangente alla cubica , il punto satellite coincide col tangenziale 
del punto dì contatto, e la retta satellite è la taogeule alla cubica nel punto 
satellite. 


(c) Supponendo che la retta a"b"e" divenga una tangente stazionaria 
della cubica, si ha: 

Se da un flesso di una cubica si conducono tre tras- 
versali arbitrarie, queste la segano di nuovo in sei ponti 
situati in una curva di second' ordine. 

Dunque, se di questi sei ponii^ Ire sono in linea retta ^ gli altri Ire sa- 
ranno in una seconda retta, epperò : ' 

Se da un flesso si conducono tre tangenti ad una cu- 
bica, ì tre punti di contatto sono in linea retta (*). 

(d) Supposti i punti a"ò"c' in linea retta, gli altri sei aa'bb'ee' sono 
in una curva di .second** ordine ; onde, se Ire di questi, ab'c, coincidono, 
si aùà: 

Se tre trasversali condotte da un punto a' di Una cu- 
bica tagliano questa in tre punti o"6'V' situati in lìnea 
retta ed in altri tre punti (Àc , la cubica avrà in a un 
contatto trip 1111 lo con una curva di secoli d'ordine passan- 
te per abe. 

Se n"6"e" coincidono in un flesso, dal teorema precedente si ricava: 

Ogni trasversale condotta per un flesso di una cubi- 
ca sega questa in due punti, nc’<iuaii la curva data ha 
due contatti trip unti con una stessa curva di second' or- 
dine 

E per conseguenza : 

Se da un flesso di una cubica si conduce una retta a 
toccarla in un altro punto, in questo la cubica ha un 
contano sipunto con una curva di second’ ordine 

40. Consideriamo ima runa-inviluppo della classe m, rappresentala dal- 
P equazione 2)'. Per ottenere le laugenii di questa curva , passanti per A , 


doiduauio fare ivi 


bÀ 

bC 


= 0 ; P equazione risultante darà i valori detP altra 


coordinala relativi ai punti a, a\.. in cui il lato HC è incontrato dalle tan- 
genti passami |>er ^4. Avremo così: 


ali ali 
aC a'C 



a 


(*l M*CtACRIH, /. e. p. 33$. 

I**) PoxcxLXT, Analyse dfs Iransvertatet ( Ciorn»ir di Crkllh, I. 8, Berlino 1883, p. I30-13S). 
PtttcKEii, Veber Curven dritter Ordnung und analfftUche BetcHtfihntng (Giornale di 
CbtLLK, t. 34, Berlino 1847 , p. 330/ 

5 


Digitized by Google 



Analoganienle , pri punii b, b' ... in cui il Ulo CA è incontralo dalle 
langenli passanti per B , arrenio : 


^ b'A 
bC ' b'C 


= (-l 


T 


Dividasi ora I* equaiione 3)' per 


(t)' 


; avulo riguardo alla rrlazìoDe : 


.si oUerri: 


aB 

bA _ 

cB 

aC 

bC^ ~ 

cA 


/cB\" bC /e^\»t-i /6C\» 

(c.) - =«• 


Se in questa equazione si fa - — = 0, si avranno i pumi c, c ... in cm 
bA 

AB è incontrala dalle tangenti che passano per C. Quindi; 


cB c'B 

cA c A 

1 tre risultali così ottenuti danno : 


= (-i 



a 


„ aB a'B bC b'C cA cA 

^ aC ' 7F ’ bT'YX ' Vb '■ 

Si ba dunque il teorema (*): 

Se dai vertici di un triangolo ABC sì conducono le 
tangenti ad una curva della classe m, le quali incontri- 
no i lati opposti II e’ punti aa 66' cc' fra i 

segmenti determinali da questi punti sui lati si li a la 
relazione 3)'. 

Per fn = 1 si ricade nel teorema di Ceya. Per m = 2 si ha una pro- 
prietà relativa a sei tangenti dì una curva di seconda classe ; e se ne deduce 
il teorema che, se una tal curva è circoscritta ad un triangolo, le tangenti 
nei vertici incontrano i Iati opposti in tre punii situali sopra una stessa ret- 
ta. Ecc. ecc. 

di. Si rappresentino con F7=0, (7 =0 dUe equazioni analoghe alla 2), 
relative a due curve d’ordine n. Indicando con X una quantità arbitraria, 


(*; CJiAtiu . Géométrie $up 4 ringrt » Pani ISSI, p. SCI. 


Digitized by Google 



.35 


V (Hjiiazione V •+■ ÀV' = 0 rappresenterà evidentemente un* altra curva d' ordi- 
ne bC 

nc ». I valori delle coordinate , — , che annullano U ed V\ annullano 

aB bÀ ' 

anche V -h ÀV ; dunque le ioler<ezioni delle due curve rappresentate da 
appartengono iui(e alla curva rappresentata da V -*-À[T = 0 (*). 
Siccome poi quest* ultima equazione rappresenta una curva dell* ordine n per 
ciascuno degli infiniti valori che si possono attribuire a cosi abbiamo il 
teorema : 

per le intersezioni di due curve dell* ordine n pas- 
sano infinite altre curve dello stesso ordine. 

Altrove (34) si è dimostralo che una curva d* ordine n è determinala 
, » (» -5- 3 ) , . »(»-»- 3 ) 

(ta " — condizioni. Dal teorema precedente segue che per ^ 

punti passa, in generale, tmo so/a curva d'ordine n: poiché, se per quei 
punti passassero due curve di quest'ordine, in virtù di quel teorema, se ne 
|H>trebbfro tracciare infinite altre. 

Per — ^ 1 punti dati {34} passano infinite curve d’ ordine », 


due delle quali si segheranno in altri n'^ — 


(«-I )(n-2) 
2 '/ 2 

punti; questi apparterranno dunque anche a tutte le altre curve descritte pei 
punti dati. Ossia: 

_ .n(n-t-3) .... ... 

Per — — 1 punti dati ad arbitrio passano infi- 

2 ^ * 

Dite curve d* ordine n, lu quali, oltre i dati, hanno in 

, . I n — I ) ( n — 2 ) . ,*#» 

comune altri punti determinati ( ). 

Pna qualunque dì tali curve è individuata da un punto arbitrario, 
. ,.n(n-H3) 

aggiunto ai dati — I ; cioè tra le mhnite curve passanti per 

» ( » 3 ) 

2 — * *^^*^*' ^ pwnlo 

preso ad arbitrio. Ne segue die I* indice della serie formata da quelle infinite 
curve (34) é 1. Ad una serie sifTalta sì dà il nome di /ascio; ossia per 

/ascio d* ordine n .s* intende il sistema delle infinite curve di quest* ordine , 


che passano per 


— 1 punti dati ad arbitrio e , per conseguenza , 


per altri 


• ( n— 1 )(n — 2 ) 


punii individuali. Il complesso delle ii^ inierse- 


zìoni comuni alle curve d* un fascio dicesi base del fascio. 


;*j Làuà, £xamrn tfes di/f^entet m/tAodfS pour r^sotutre Ut pT<Mèmt* ét gio- 

mrtrit , Pari» ISIS, f. SS. 

Pcnciiia, 4iut/pfiMà*9eoinftrttcAe Bnltckàlungtft t i. U, E»4ra 1S2S, p. 329. 
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Analoghe proprieii hanno luogo per le curre di data classe. Le tan- 
genti comuni a due curve di classe m toccano infinite alile curve della stessa 


classe. Vi ha una sola curva di classe m che tocchi 


. m ( m 3 ) 


rette date 


• . • • . . • . . m|m -+- 3) 

ad arbitrio. Tutte le curve di classe m tangenti ad — I rette 

. . . , , ( m — I ) ( m — 2 ) - ■ ■ 1 

arbitrane hanno altre tangenti comuni individuate. 


Art. lA. Altri leorrml fondamentali «alle rane piane. 


42. Fra gli - punti, che determinano una curva semplice d’or- 


dine n , ve ne possono essere luu’ al più np 


(p- 1 Mp — 2 I 
2 

(p — 1| (p — 2) 


una curva d’ ordine p < n. Infatti, se np-r h 1 punti 

giacessero in una curva d’ ordine p, i rimanenti punti, il cui numero è 
» ( « -^ 3 ) _ (p— 1) (p — _ _ (n — p) (n — pn-3) 

2 2 2 ’ " 
terminerebbero (34) una curva d'ordine n— p, la quale insieme colla data 
curva d’ordine p costituirebbe un luogo d’ ordine n passante per tiitl’ i punti 
dati. Dunque il massimo numero di punti che si possono pren- 
dere ad arbitrio sopra iuta curva d' ordine p, all’ intento 
di descrivere per essi una curva templiee d’ordine n > p, ^ 

43. Siano date due curve, I’ una d’ ordine p, P altra d’ ordine ^ , c sia 
p-i-q = fì. Se net luogo d’ordine n, formalo da queste due curve, si prendono 

. , . . n (n -h 3 ) . ^ 

ad arbitrio 1 punti , per essi passeranno innoite curve d ordine 


n , le quali avranno in comune altre 


(n-1) (n-2) . 


intersezioni (41 ), di- 


stribuite sulle due curve dato. Nell’ assumere ad arbitrio quegli — — 1 

punii, se ne prendano np — g sulla curva d’ ordine p ed — A sulla curva 
d’ordine 7 , ove g, h sono due numeri (interi e positivi) soggetti alta con- 
dizione ; 


1 ) 


g-t-h = 


(n- 1) (n-2) 


(*.t Jacou , Dr refationibus , qua loeum habere deòeni inter puncta intersecUonit diwntm 
rurraruiR rfe. (Giamtle di Cnitts» t. IS» Berlino |S36/ p. IM). 
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Inoltre, aflìnch^ le due curve siano (lelerminale dai punti presi in esse, dovrà 


essere : 

= Plp-^- 3) 

. = ?(?-t-3) 


"P 9 > > 

"? * > 2 

da cui: 

= p(p — 3) 
ff < - 2 

_ ?(?-3) 

A < - pj. 

Se in queste 

due relazioni poniamo 

per 9 e per A i valori dall dalla 0, ali- 

hiamo : 


_(?- 1 )( 9 - 2 ) _(p-l)(p- 2 ) 

> 2 ^ 2 


CoM sono fissati i limili enlro i quali devono essere compresi 9, h. Possiamo 

dire che g ^ compreso fra il limite minimo eil j| limite nias- 

(p — ! ) (p — 21 

^inm p(n — p) — I ; e che A è dato , mediante g , dalla 1). 


Abbiamo cosi il teorema (*): 

Tutte leciirve « 1 ’ ordine n=:p-i-y^ descritte per np g 
punti dati di una curva d’ordine p c per nq — A punti dati 
di una curva d'ordine q, segano la prima curva in altri 
q punti fissi c la seconda curva in altri A punti fìssi. 

(a) Da questo teorema segue immcdialamcnle : 

Affinché per le intersezioni di due curve d’ ordine 
« passi il sistema di due curve d’ ordini p,n—p, è neces- 
sario e sufficiente che dr queste intersezioni np*— g ap- 
partengano alla curva d’ ordine p, ed n(n — p) — A apparten- 
gano alla curva d' ordine n — p. 

(b) Quando il numero g ha il suo minimo valore, il teorema suemm- 
rialo può esprìmersi cosi: 


Ogni curva d’ ordine n. 


descritta per np — 


2 


punti dati di una curva d" ordine p<n, incontra questa iti 

. (p- 1) (p-2| . , 

altri r punti fissi. 


Ovvero: 

Se delle n'* intersezioni di due curve d’ 
(p— 1 )(p — 2 ) ... 

np — — giacciono in una curva d 


ordine n, 
ordine p < n, 


questa ne conterrà altre e le rimanenti 

n(n — p) saranno in una curva d' ordine n — p. 


(*) Plqcxmi> Thtori* dtr Curvr» , p. tl. 
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Del resto, questi teoremi sono compresi oel seguente più generale. 

44. Date due cur?c, 1' una Cn d^ ordine n, I' altra Cm 
d* ordine m <n, se delle loro interseaioni ve ue sono 
— n— l)(m-4-p — n — 2) 

f„p — situate sopra una curva 


Cp d* ordine p<n, questa curva ne conterrà altre 
|m-»-p — n— l)(m-Kp — n — 2) 

^ j e le rimanenti m(rt — p) saran- 


no sopra una curva d^ ordine n — p. 

Infatti: fra le (n — m)p intersezioni delle curve Cp, Cn non comuni a 
, (m — mf(n — m-t-3) 

Cmy se ne prendano e per esse si descriva una curva 

d’ ordine n — ni. Avremo cosi due luuglii d’ ordine n : P uno è C« , V altro 


nip — 


( m -4-p — n — 1 ) ( m -Hp — n — 2) 


• m ) ( n — m 3 ) 


2 2 
(p — 1 ) (p — ~ 2 ) 

= np — intersezioni de’ due luoghi , dunque ( 43 , b | ne 

. V I. (p— t)(p — 2) (m-t-p — II— l)(m-i~p — H — 2) 

2 ’ 2 
, (n — m)(n — m-t-3) 

comuni a Cfl,e{n — m)p— ^ comuni a f , , 


e tulle le rimanenti saranno in una curva d’ ordine n p. 

_ , (m-hp— n— 1 ) (nn-p — n — 2) 

Da questo teorema segue che gli nip — = 

punti dati comuni alle curve Cnt Ctn, Cp iodividiiano altri 

|m-Hp — n — l)(m-4-p — n — 2) . „ ^ 

punti comuni alle curve medesime. Tulli 

questi punii sono pienameiiie dctcrinìnati dalle curve (7^» , indipendentemente 

da Cn ; dunque : 

Qualunque curva d’ordine n de. scritta per 
(m-rp — n— l)(m-f-p — n — 2). 

mp ^ i inlcrsezioDi di due curve 

d’orilìni m,p (m,p non maggiori di n) passa anche per 
tutti gli altri punti comuni a queste curve (*). 

45. 1 teoremi or ora dimostrati sono delia più alta importanza, a cagione 
del loro frequente uso nella teoria delle curve. Qui mi limilerù ad accennare 
qualche esempio inieressante. 

(a) lina curva d’ordine n sia segala da una trasversale ne’ punti a, 5, ... . 
e da una seconda trasversale ne' punii a\, 6' , . . . Considerando il sistema delle 
n rene aa' , 66',.. .come un luogo d’ordine n, le rimanenti inier'^ezioni di 


(*') Caylkt ( Cambritlge Mathen*tl(«l Joitrml, v»l. Ili, IS43, p. VII). 
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Mse colla curva dala iaranno (43, b) in una ciu'va d'ordine n — 3. Stippo* 
niaino ora chea',ò', . . . coincidano rispeliivamente con 6, . . avremo 
il leorema ; 

Se ne' punti, in cui una curva d'ordine n<^ segala da 
una retta, si conducono le tangenti alla curva, esse incon- 
trano la curva medesima in altri n(n — 2) punii, situati 
sopra una curva d' ordine ri — 2 (*). 

(b) Analogamenic si dimostra il teorema generale: 

Se ne' punti, in cui una curva d' orti ine n è segala da 
un' altra curva d' ordine n’, si conducono le tangenti alla 
prima curva, esse la segheranno in altri nn'(n — 2) punti, 
lutti situati in una curva dell' ordine n'(rt — 2). 

Questo teorema è un' immediata conseguenza della proprietà dimostrala al 
principio del n.^ 44, purchi> si consideri il complesso delle nn tangenti come 
un luogo dell' ordine nn' , e la curva d'ordine n , ripetuta due volle ^ come 
tin luogo dell' ordine 2n'. 

(c) Una curva del terz' ordine passi pei vertici di nn esagono e per due 
de' tre punti d' incontro delle tre coppie di lati opposti: dico che anche il 
punto comune alla terza coppia giace nella curva. Infatti; il primo, il terzo 
ed il quinto lato dell'esagono costiiiiiscono nn luogo di terz' ordine; mentre 
un altro luogo del medesimo ordine A formato dai tre lati di rango pari, 
nove intersezioni di questi due luoghi sono i sei vertici dell' esagono e i tre 
punti di concorso de' iati opposti. Ma otto di questi punir giacciono per ipotesi 
nella curva data; dunque (41) questa conterrà anche il nono (**};c. d. d. 

Se i sei vertici sono in una curva di second’ ordine , le altre tre inter- 
sezioni saranno in una retta (43,b);si ha cosi il celebre teorema di Pascal; 

I lati opposti (li un esagono inscritto in (ina curva di second' ordine si 
tagliano in tre punii rituali in linea retta. 

Dal quale, pel principio di dnalilà, si conclude il leorema di BRlA^CHOK; 

Le rette congiungenti i vertici opposti di un esagono circoscritto ad una 
curva di seconda classe concorrono in uno stesso punto. 

(d) Tornando all'esagono inscritto in una ctirva del terz' ordine , sia- 
no 123456 i vertici ed n, 6, c ì punti ove s'incontrano le coppie di lati 
opposti [12, 45], [23, 56], [34, 61]. Se i punti 12 sono iniìnilamen- 
te vicini nella curva e cosi pure 45, i punti 1, 3, 4, 6, 6, c saranno 
i vctiici di un qiiadrilalero completo ed a sarà 1' incontro delle tangenti alta 
curva ne’ punti 1 e 4; dunque: 

Se un quadrilatero completo è inscritto in una curva del terz' ordine , le 
tangenti in due vertici opposti s’ incontrano sulla curva (***). 

Siano adunque o5ca'5'c' i vertici* di un quadrilatero completo inscritto in 
una curva del terz' ordine: ai>c siano in linea retta ed ab'c' i vertici rispetti- 
vamente opposti. Le tangenti in aà , 55', cc' incontreranno la curva in tre 


4*1 PovcKLtT, Ànalytf des irafuvfrtalfs, p. 3S7. 
<•*) PoNCKLBT, Anaiyte dfs tran$vert/:ltt , p. f3*. 
(••*) MAeL*c»is, I. e. p. J37. 
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[Mimi a, y. Siccome perù, »e Ire puDli abe di una curva del Ieri' ordine 
sono in una rena , anche i loro tangenziali moo in un'altra retta (39, b). 
cosi abbiamo il teorema : 

Se II II (j (I a d r i I a I c r 0 completo ò ì n s c r i il o in una c u 
va del terz' ordine, le coppie dì tangenti ne' vertici op- 
posti concorrono in tre punti della curva, situati io li- 
nea retta. 


.IBT. tteuerAxIone delle linee piane. 


4G. Abbiamo già detto altrove (41) chiamarsi /ascio d'ordine n il siste- 
ma delle curve d'ordine u, in minierò infinito, che passano per gli stessi 
punti: cioè un fascio è una forma geometrica, ogni elemento della quale 

1 » 1 - n(n -t- 3 ) ... 

è ima curva d ordine n passante per — 1 punti dati, epperò 


anche per altri 


(n 


2 


punti fissi. 


Ogni curva del fascio è completamente individuala da un punto preso ad 
arbitrio^ pel quale essa debba passare. Se questo punto si prende in una ret- 
ta passante per un punto della 6dse cd intiniiatncntc vicino a questo punto, 
la curva sarà individuala dalla sua tangente nel punto della base. Cioè, se 
per un punto della òose del fascio si conduce una retta ad arbìtrio, vi è ima 
curva del fascio ( cd una sola ) che tocca quella retta in quel punto. Od an- 
che: se consideriamo la stella formata da tulle le rette passanti pel punto^ba- 
se, e assmiiiamo come corrispondenti una curva qualunque del fascio ed il 
raggio della stella che tocca la curva nel punto-base, potremo dire che ad 
ogni curva del fascio corrisponde un raggio della stella, e reciprocamente ad 
ogni raggio della stella corrisponde una curva del fascio : cioè la stella od il 
fascio di curve sono due forme geometriche projeltive. 

Considerando due pumi-base e le stelle di cui essi sono ì centri, e lì- 
guardando come corrispondenti il raggio dell' una ed il raggio dell' altra stel- 
la, che toccano una stessa curva del fascio ne' punti-base, è manifesto che le 
due stelle sono projettive. Dunque le stelle,! cui centri sono gli n- pniiti-ha- 
sc, sono tulle projettive fra loro ed al faccio di curve. 

Ciò premesso , per rapporto nnarmonico di quattro curve d’ un fascio 
iniciideremo il rapporto anarmonico de' quattro corrispondenti raggi di una 
stella projeliiva al fascio. 

47. Se due punti-base sono infiniTamenle vicini, cioè se le curve del 
fascio si toccano fra loro in iin punto a c. sia A la tangente comune , tutte 
quelle curve avranno in a due punti consecutivi comuni colla retta A. Quindi , 
fra le curve medesime, se ne potrà determinare una che passi per mi terzo pun- 
to successivo dì A, cioè clic abbia io a un contatto (ripunto con A. E condotta per 
a una retta B ad arbìtrio, si potrà anche determinare una curva del fascio 
clic passi pel punto di B successivo ad a; la qual curva avrà per conseguen- 
za due punti coincidenti in a, in comune con qualunque altra retta passante 
per a (31). Dunque; fra tutte le curve di mi fascio, che si tocchino in un 
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punto a, ve q’ ha una per la quale a è un flesso e ve n' ha uu* altra per la 
quale a è un punto doppio. 

48. Può accadere che un punto-base a sia un punto doppio per tutte le 
curve del fascio: nel qual caso, quel punto equivale a quattro intersezioni di 
due qualunque delle curve del fascio (32), epperò i rimanenti punti-base 
saranno — 4. Allora è manifesto che le coppie di tangenti alle singole cur- 
ve nel loro punto doppio comune formano unMnvoluzìonc quadratica; questa 
ha due raggi doppi, epperò vi sono due curve nel fascio^ per le quali a è 
una cuspide. 

Se tutte le curve del fascio hanno, nel punto doppio a, una tangente 
comune, qualunque retta condotta per a e considerata come seconda tangente 
determina una curva del fascio. Dunque, io questo caso, vi sarà una sola 
curva per la quale a sia una cuspide. 

Se tutte le curve del fascio Iranno, nel punto doppio a, entrambe le 
tangenti A, A' comuni, potremo determinare una di quelle curve per modo 
che una retta passante per a e diversa da A, A\ abbia ivi colla curva tre 

punti comuni. Dunque (31), nel caso che si considera, vi è una curva nel 

fascio, per la quale a è un punto triplo. Ciò vale anche quando le rette A, 

À coincidano, cioè tutte le curve del fascio abbiano in a una cuspide, colla 

tangente comune. 

Analogamente: se a è iin punto per tutte le curve del fascio, e 

se questi hanno ivi le r tangenti comuni, v’ha una curva del fascio, per la 
quale a è un punto multiplo secondo r-t- 1. 

49. Se le curve d'ordine n, di un dato fascio, sono segale da ima 
trasversale arbitraria, le intersezioni di questa con ciascuna curva formano un 
gruppo di n punti; e gli inflniii gruppi analoghi, dcierminati dalle infinite 
curve del fascio, costituiscono un’involuzione di grado n. lofatii, per un pun- 
to qualunque i della trasversale passa una sola curva del fascio, la quale incontra 
la trasversale medesima negli altri n — 1 punti del gruppo a cui appartiene 
i. Ciascun gruppo è dunque determinalo da uno qualunque de’ suoi punti: ciò 
che costituisce precisamente il carattere dell’ involuzione (21). 

L* involuzione di cui si tratta ba 2( n — 1 ) punti doppi (22); dunque; 

Fra le curve d’ ordine n, d’ un fascio, ve ne sono 
2(n— l)clie toccano una retta data. 

É evidente che un fascio d’ ordine nel’ involuzione di grado n, eh' esso 
determina sopra una data retta, sono due forme geometriche projettive: cioè 
il rapporto auarmonico di quattro curve del fascio ed il rapporto anarmonicu 
de’ quattro gruppi di punti, in cui esse segano la retta data, sono eguali. 

Due fasci di curve si diranno projeUivi quando siano rispettivamente 
projettivi a due stelle projettive fra loro; ossia quando le curve de’ due fasci 
si corrispondano fra loro ad una ad una. Evidentemente i rapporti anarmonici 
di quattro curve dell’ un fascio e delle quattro corrispondenti curve dell' altro 
SODO eguali. E le involuzioni, che due fasci projettivi determinano su di una 
stessa trasversale o su di due trasversali distinte, sono projettive. 

òO. Siano dati due fasci projettivi, l’uno d’ordine rt, l’altro d’ordine 
n ; di qual ordine è il luogo delle intersezioni di due curve corrispondenti? 
Con una trasversale arbitraria sego entrambi i fasci: ottengo così due involu- 
zioni projellive, 1’ una di grado n, l’altra di grado n'. Queste involuzioni 
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hanoo n n' punii comuni (24, b)j ciod, nella trasversale vi sono n -t- n' 
punti, per ciascuno de’ quali passano due curve corrispondenti de’ due fasci, 
epperò n -h n' punii del luogo richiesto. Questo luogo è dunque una curva 
C.+M' d’ordine n ■+• n' (*). Essa passa per tnll’ i punti-base de’ due fasci, 
poiché uno qualunque di questi punii giace su tulle le curve di un fascio e 
sopra una curva dell’ altro (**). 

(a) La curva risuliaole dell’ordine n n' può talroita decomporsi in 
linee d’ordine inferiore. Ciò avviene, per esempio, quando le curve corrispon* 
denti de’ due fasci dati si incontrano coslaolemenie sopra una curva d’ordine 

Allora gli altri punti d’intersezione sono situali in una seconda 
curva dell’ ordine n -t- n' — r,che insieme colla precedente costituisce il luogo 
romplelo d’ ordine n h- n’ , generato dai due fasci. 

(b) Questa decomposizione avviene anche quando i due fasci projeltivi, 
supposti dello stesso ordine n , abbiano una curva comune e questa corrisponda 
a sé medesima. Allora ogni punto di questa curva può rì;guardarsi come co- 
mune a due curve corrispondenti^ quindi il luogo delle intersezioni delie curve 
corrispondenti ne’ due fasci sarà, in questo caso, una curva dell’ordine n. 

A questa proprietà si può dare anche il seguente enunciato, nel quale tutte 
le curve nominale s’ intendano dell’ordine n: 

Se una curva If passa pei punti comuni a due curve l/^ Ve pei punti 
comuni a due altre curve f/', V' ^ anche i punti comuni alle curve f/, fr, 
insieme coi punii comuni alle K, F', giaceranno tulli in ima stessa curva K. 

51. Segando, come dianzi, i due fasci dati con una trasversale sì 
ottengono due involuzioni projellive, e gli n -i- n' punti comuni ad esse suno 
le intersezioni di colta curva generata dalle intersezioni delle curve 

corrispondenti ne’ due fasci. Supponiamo ora che nella retta Ji vi sia un tal 
punto 0 , nel quale coincidano r intersezioni di tutte le curve del primo fascio 
ed r intersezioni di tutte quelle del secondo con fì: ma una certa curva Cn 
del primo fascio abbia r -h t pumi comuni con riuniti in o, e questo punto 
rappresenti anche r' -t- i intersezioni di Jt colla curva del secondo fascio, 
corrispondente a In virtù di proposizioni già esposte (24, c, d|, in o 
coincideranno r r' -h s od r -h r' -s- s' ( secondo che s < s' od s > *' ) punti 
comuni alla retta Jf ed alla curva C„+„'. 

Questo teorema generale dà luogo a numerosi corollari; qui ci limitiamo 
ad esporre quelli, dì cui avremo bisogno in seguito. 

(a) Sia o un punto-base del primo fasciole»' la curva del secondo , clic 
passa per o; Cn la corrispondente curva del primo fascio, ed fì la tangente a 
Cn in 0 . Applicando a questa retta il teorema generale, col porre r=J, 
r = 0, f = 1, s' = l, troviamo che essa è anche la tangente a Cn+n in o. 

(b) Le curve del primo fascio passino per o ed ivi abbiano una tangente 
roraimc; allora fra esse ve n’ha una che ha un punto doppio in o (47), 


Per questo metodo ili ileirrmmare l'ordioc di un liMgo gcoaulrico seggasi : Po:«crut » 

(/et /raniverta/et, p. so. 

CnAtL£8. Construefion de /a eourhe du 3. ordrt He. (CniBfdes reiHlui, 30 mai issa). — 
Sur Ut emtrbet du 4. et du 3. nrdre ete. Omjiles rendi», 16 aonl I8i3 t. 

JoMit'iUea, Ettai (ur la génération dtt cùurbet etc. Par» 1838. p. 6. 
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Se la corris[>ondente curva Cn‘ del »ecoiitlo fascio passa per o, il teorema ge- 
nerale applicato ad una retta qualunque condotta per o ( r = 1 , r' = 0 , s = 1 , 
s' = 1 ) mostra eh’ e&sa incontra Cn+n' in due punti riuniti in o; cioè questo 
punto è doppio |)er Ch^n’> 

(e) Nella ipotesi (b), se Ch' ha in o un punto multiplo e si applica il 
teorema generale ad una delle due tangenti io o aCn(r=rl,r'=:0,5 = 2 , 
$ > 1 ), troviamo che questa retta ha tre punti comuni con Cn^n' y riuniti in 
o; dunque questa curva ha in comuue con Cn non solo il punto doppio o > ma 
anche le relative tangenti. 

(d) Fatta ancora l’ipotesi (b|, se Ry tangente comune alle curve del 
primo fascio in o, è anche una delle tangenti ai due rami di C» (r =: ' 2 , 
r = 0 , a = 1 , s' =: 1 ) , essa sarà tangente ad uno de’ due rami di 

(e) E se, oltre a ciò, la seconda tangente di Cn in o tocca ivi anche 

Cn' } applicando a questa retta il teorema generale (r=l,r' = 0 , 8 = 2 , 
s' = 2) , troviamo eh’ essa è la tangente del secondo ramo di Donde 

segue che, se Cn ha in o le due tangenti coincidenti colla retta Ry tangente 
comune alle curve del primo fascio, e se questa l’ciia tocca nel medesimo 
punto anche , la curva Cn^,,' avrà in o una cuspide colla tangente R. 

(f) Due curve corrispondenti Tn > Cn' passino uno stesso numero t di 
volte per un punto o. Se À è una retta condotta ad arbitrio per o, sì ricava 
dal teorema generale (r = r' = 0 , s = i' =t) che ìn o coincidono t interse- 
zioni di C» 4 .n' con Ry cioè o è un punto multiplo secondo i per la curva 

(g) Se C,^ passa i volle e Cn’ un maggior numero i' di volle per o, 
questo punto è ancora multiplo secondo i per rM 4 . 11 '. Inoltre, se considera 
una delle tangenti di C, in 0 , il teorema generale (r=:r' = 0 , 

s >i) dà 1-^1 intersezioni di questa retta con riunite in 0 . Dunque 

le tangenti agli 1 rami di C„ toccano anche gli t rami di Cn+»’ 

Nello stesso modo si potrebbe dimostrare anche quanto è esposto nel 
n® seguente. 

52. Supponiamo ora che le basi de’ due fasci abbiano un punto comune 
a, il quale sia multiplo secondo r per le curve del primo fascio e multiplo 
secondo r per le curve dei secondo. Ogni curva del primo fascio ha ìn a un 
gruppo di r tangenti: gli analoghi gruppi corrispondenti alle varie curve del 
fascia medesimo formano un’ involuzione dì grado r. Simiimcoic avremo un' in- 
voluzione di grado r formala dalle tangenti in a alle curve del secondo fascio. 
Le due involuzioni hanno r r' raggi comuni {24, b), ciascuno de* quali, 
toccando in a due curve corrispondenti de’ due fasci, tocca ivi anche la curva 
C( 4 .n'. Laonde questa curva ha r -t- r' rami passanti per a, e le tangenti a 
questi rami sono ì raggi comuni alle due involuzioni. 

(a) Da ciò segue che, se tulle le curve d’uno stesso fascio hanno alcuna 
tangente comune io a, questa è anche una tangente di Cn^n'^ Supposto che 
tutte le r tangeuti in a siano comuni alle curve del primo fascio, epperò siano 
tangenti anche alla curva d’ ordine n n , le rimanenti r tangenti dì questa 
sono evidentemente le r' tangenti di quella cuna Cn' del secondo fascio, che 
corrisponde alla curva Cn del primo fascio, dotata di un punto multiplo se- 
condo r 1 io a ( 48 ). 

53. L’ iroportanie teorema ( 50 ) conduce naturalmente a porre questa 
quistione: 
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Dati quanti punti sono necessari per determinare una curra dell* ordine 
fiH-n', formare due fasci projetiÌTi, P uno dell* ordine n, Poltro delP ordine 
n\ i quali, colle mutue intersezioni delle curve corrispondenti, generino la 
curva richiesta. 

Ove questo problema sia risoluto , ne conseguirà immediatamente che 
ogni curva data d* ordine n + n' può essere generata dalle 
mutue intersezioni delle curve corrispondenti di due fasci 
projetlìvi degli ordini n ed n. 

La soluzione di quel problema fondamentale dipende da alcuni teoremi do« 
viilt ai signori Cuasies e JouQuiàscH, che ora ci proponiamo di esporre. I quali 
teoremi però risguardano soltanto le curve <P ordine n n' > 2 , poiché , per 
quelle del second* ordine, ba«ta la proposizione dimostrata al n.** 50, come si 
vedrà fra poco (59). Ci sia dunque lecito supporre n -e* n' non minore dì 3. 

54. Sopra una curva C,^„' d'ordine n + n' si suppongano presi punti 
formanti la haìc d* un fascio d'ordine n, e ritengasi in primo luogo n> n. 
Siano Oi, C'n due curve di questo fascio. Siccome delle n(n-Kn') interse- 
zìooi delle curve Ci ve ne sono n* situale in C'n, cosi (44) le altre 

nn' saranno sopra una curva C»' d* ordine n , la quale é determinata , perchè , 

I . • . — fi' "f* 3 , — ^ , 

essendo n > n , si ha n ^ — - — , epperò nn ^ ( ). Analoga- 
mente: siccome delle n(n-t-n') intersezioni dì ve ne sono n* sopra 

r„, così le altre nn' saranno in una curva C\> d’ordine n'. 

I due luoghi d’ ordine n H- n', C„ C’n' e C'n -h Cn' si segano in (n-4-n‘ 
punti, de* quali 2nn’ = n (n 2n' ) sono situati in Quindi, sic- 

. , — (fi-f-n)(fiH-fi*“f“3) . . , , 

come n(fi-f-2n) C 1 ( *1, così (4!) anche le 


altre intersezioni di qiie* due luoghi, ossia gli n* punti comuni a Ch’, r'«,' , 
giacciono in ^ formano la base d* un fascio d' ordine n'. Così abbiamo 

sopra due sistemi di punti: l'uno di pumi, base d' un fascio d’or- 

dine n; l'altro dì n"^ punti, base d' un secondo fascio d'ordine n'. Ogni 
curva Ci del primo fascio sega in altri nn' punti, che determinano una 

curva Ci' del secondo fascio; e viceversa, questa curva determina la prima. 
Dunque i due fasci sono projetlìvi e le intersezioni delle curve corrispondenti 
Cu, Cn' sono tulle situate sopra Ch-*'* 


(*) Per n = 2 , n' = ! , si ha n = 
n' 3 


in ogni altro caso è 


V .... ( n n' ) (n n' -f- 3 ) 

( *) Se n = 2 , n =: 1 , SI ha n ( n -f- 2n ) = — I . 


I*er n ^ 3 si ha n ( n -f* 2n’ ) = — 
( n -V- n’ )^ -+- 3 ( n -+■ n' ) — 2 


n -I- n' )* n (n n' ) -H n' ( n — n' 
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(a) In secondo luogo, $i supponga n^n'.Ogni curva C», condona per 

gli punti di ^ega questa curva in altri tm' punii, ì quali, in que- 

sto caso, non sono iodipcndenii fra loro, perchè ogni curva d’ordine n con- 

, ,(«— M(« — 2) , 

dotta per nn ^ di questi punti passa anche per lutti gli 

altri {41, 42). Dunque, assumendo ad arbitrio altri 
n'(n'-K3) ( (» — 1)(n — 2)) (n— n-f-2) 


.n'(n'-h3)“#-(n— !)(n — 2) 

tutti questi ^ punti giaceranno in una curva r»’ 

d* ordine n'. Quei punti addizionali siano presi sulla curva data 

Aualogaroenle : un* altra curva C'n del fascio d^ ordine n , sega in nn 

. , , . ... (n— n-»-l |(n' — n-i-2) 

punti (oltre gli »• punti-base) e questi insieme agli 

punti addizionali suddetti determineranno una curva C\‘ d’ ordine n’. 

1 due luoghi d’ ordine n -h t’* -4- C'«' e C’n -+- T.' lianoo in comune 

.. .. ù — n-4*t)(n' — n-+-2) 

( n n )* punti, de quali n^-f-2nn h- sono in 

{n'+n)(fi^Ti’*+-3) 

i u+n'. Ma qiieslo numero è eguale a 1 -h ( n — l| (n — 2 ), 

— (n-Hn)(n-+-n^3) , , 

eppero ^ — — Ij dunque (41 ), le rimanenti 


(n' — n-Hl)(n— n-*-2). 


intersezioni dì Ch'ì C'n' sono anch'esse in 


ed insieme ai punti addizionali costituiscono la base d' un fascio d’ ordine n'. 
Così, anche in questo caso, abbiamo in due sUtemi di punti , costituen- 

ti le liasi di due fasci, degli ordini n, n. 1 due fasci sono projettivi, per- 
chè ogni curva dell’ uno determina una curva dell’ altro e reciprocamente. 
Inoltre le curve corrispondenti si segano costantemente io punti appartenenti 
alla data (*|. 

(b) Questo teorema mostra in qual modo, data una curva d’ordine 
n -4- n' ed in essa i puiili-liase d’ un fascio d’ ordine n , si possano determi- 
nare i punti-base d’ un secondo fascio d’ordine n, projettivo al primo, tal- 
mente che i due fasci , colle intersezioni delle curve corrispondenti , generino 
la curva data. Rimane a scoprire come si determinino, sopra una curva data 
d’ ordine n -t- n, gli n'^ punti-base d’ un fascio di curve d’ ordine n. 

55. In primo luogo ossenìamo che dal teorema dì Cayiey ( 44 ) si ricava : 


Se una curva d' ordine n -4- n' contiene n* 


(n— *n' — l)(n — n — 2 ) 
2 


(*i CiASLM, Dt*x théorémei généraujc sur Iti eourbet et Ut turfaeet géométriquet de tous 
Iti ordret ( ComulM rfndns, ilécfflnbrf 1937). 
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ioicrsezioni dì due curve d’ ordine n, essa contiene anche liiUe ie altre. 
Ossia : 

Quando ^ — ^ piin(Ì-l>ase d* tiu fascio d’ ordine 

n giacciono in una curva d%rdine n + n'^ questa contiene anche tulli gli altri. 

11 qual teorema suppone inanifeslamcnic n >> n — 2 > 0 ossia n > n 4- 3. 
Sia dunque n > n' + 2 e supponiamo che sopra una data curva d^ ordine n + n' 
si vogliano prendere punti costituenti la base d’ un fascio ordine n. A (Tm- 
chè la curva data contenga gli n* pumi-base, basta che ne contenga 
. (n— n'— 1 ) {n— n' — 2) . , • 

, cioè devono essere sodisfatte allrcttanic condizioni. 

2 

Ora , astraendo dalla curva data , gli puntUbase sono determinati da 
«(n-i- 3) ^ - . . , . 

— — I fra essi, e siccome per deterniinare un punto sono necessarie 

due condizioni, cosi per determinare tutta la base del fascio abbisognerebbe- 
ro n(n + 3) — 2 condizioni. Ma volendo soltanto che i punti-base siano nel- 
la curva data, non si hanno da sodisfare che ^ ! 


condizioni j quindi rimarranno n(n + .3) 




(n — n' — 1 |(n — n— 2) 




n-hn 1 — 2 


condizioni libere, cioè d’ allreltanli etemeoiì si 


può disporre ad arbitrio. Siccome un punto che debba giacere sopra una data 
curva è determinalo da una sola condizione, così potremo prendere, ad arbi- 
„ , (n — n’)* -I- 3 (n-i-n') — 2 . , . 

ino, nella curva data ^ punti, per formare la ba-ie 

del fascio d* ordine tu 


Neir altro caso poi, io cui sia n ^ n'-i-2, perchè gli punti-base 

siano nella curva data, occorrono condizioni; quindi, ragionando come 
dianzi, rimarranno n(n-^3)— 2 — n^ = 3n — 2 condizioni libere. Dunque; 

Quando in una curva data d* ordine n-f-n' si voglio- 
no determinare punti costituenti la base d' un fascio 
d’ ordine n, si possono prendere ad arbitrio nella curva 

I n — n' )* -+• 3 (n -♦-«' ) — 2 , , 

r , ovvero 3n — 2 punti, secondo che sia 


n>n'n-2, ovvero n^n'-i-2 (*). 

Dai due teoremi ora dimostrali (54,55) risulta che una curva qtialiin- 


'•) Cmaslb*. P^erwination rfu nombre df points qu‘ on perni prendre eie. (Onrl^s f»»- 
dus, 21 srplerabrr J8S7;. 
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qiie d’ordine m, può essere generala» in infìnilc maniere diverse, mediante 
due fasci proiettivi, i cui ordini n, n' diano una somma n + n' = m. 

56. Trovato così il numero de’ punti che si possono prendere ad arbitrio 
sopra una data curva d' ordine m , per costituire la base d’ un fascio d’ or- 
dine n <m, rimane determinato anche il numero de’ punti che non sono ar- 
bitrari, ma che è d'uopo individuare, per rendere complete le basì de’ due 
fasci generatori. Ed invero: se il numero m è diviso in due parti n,n', que- 
ste 0 saranno disuguali, o uguali. Siano dapprima disuguali , ed n la maggiore. 
_ ( n — n' )* H- 3 ( n n' ) — 2 

Se n>n-4-2,il numero de punti arbitrari è — . 


Ma le basi de' due fasci sono rispetlivamcnle determinate da 
+ 3) 


n ( n -H 3 ) 


— I 


e da 
n ( n 


— 1 


•3) 


”+* fi ( fi 


punti; dunque il numero 
3 ) _ ( n - n' )* -*- 3 ( 


de’ 


; _ 2 — ■ 


punti incogniti 
n' ) - 2 



I , ovvero n = n' -h 1 , 
punti incogniti saranno 


2 

numero 


= nn' — I . 
de’ punti arbitrari ^ 


_ 2 — ( 3n — 2 ) 


: fin' — 1. 


Quando n od n' siano uguali , il numero de’ punti arbitrari , che si pos- 
sono prendere nel formare la base del primo fascio, è 3n — 2; ma, determi- 
nata questa base, si pii5 ancora prendere un punto ( addizionate ) ad arbitrio 
nel formare la base del secondo fascio: come risulta dal n.*’ 54, nel quale 

,, .. i-, .( n’ -»-*->) (n’ — n-l- 2 ) 

il numero de punti addizionali arbitrari ^ - per 

n := n diviene appunto = 1 . Dunque il numero de’ punti incogniti è 
n ( fi -t- 3 ) -t" n' ( n' 3 I 

L_ — 1 2 - { 3n - 2 ) - l = fin' - 1. 

Allo stesso risultato si an*iva anche partendo da quello de’ due numeri 
n, n', che sì suppone minore. Sia n < n'. Allora, nel formare la base del 
fascio d'ordine n si poono prendere 3n ~ 2 punti arbitrari; fissata questa 

, , (n'— n-4-l)ln' — n-H2) 

base, SI possono ancora prendere punti arliitrari 

nella base del secondo fascio; quindi i punti incogniti nelle due basi sono in nii- 
»i(n -I- 3) H- n' (fi'-i-3) ^ (n — n -i- I ) (n' — n h- 2| 


l-2-(3n-2)- 


= fin — I. 


Concludiamo adunque che, nel formare le basi de’ due fasci 
d' ordini n, n', generatori d* ima curva d’ ordine n-nn', 
v*ha sempre iin numero nn~l di punti che non sono ar- 
bitrari, ma che bisogna determinare mediante gli clementi 
che individuano la curva. 
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-, C Il' Mn -t- n' -t 3) . 

o7. ^wiio dati ■ - ■ ^ pumi, pci quali si vuol Ur pas- 

sare una curva d' ordine ri ■+■ ri' : cioè si voglianp delei minare due fasci d' or- 
dini ri^ n' , projellivi, in modo che il luogo delle intersezioni delle curve ror- 
rispondeiiii sia la curva d* ordine n -i- rt' determinata dai punti dati. 


Siccome fra gli 


n ( n -f- 3 ) -f* n' ( ri' 3 ) 

T 


2 punti, che individuano le 


basi de* due fasci, ve nc sono nn' — 1 che non si ponno prendere ad arbitrio, 
cosi non si potranno far entrare nelle due basi che 

n ( n 3 ) + II' ( n' H- 3 ) . . . , , . . ^ • 

— 2 — {/m — 1 ) punti, scelti ad arbitrio fra i dati. 


I>ì questi rimangono così 2nn‘ •+■ 1 liberi. AiTinchè la curva richiesta passi an- 
che per essi, le curve del primo fascio condotte rispettivamente per quei ìrm' 4* I 
punii dovranno corrispondere projetlivamentc alle curve del secondo fascio con- 
dotte per gli stessi punti. E siccome nello siabilhe la pi-ojetliviià di due for- 
me si possono assumere ad arbitrio tre coppie di elementi corrispondenti ( 8 ) , 
dopo di che, ad ogni quarto elemento della prima forma corrisponde un quar- 
to elemento della seconda, determinato dalP eguaglianza de’ rapporti anarmoni- 
ci; così la corrispondenza projettiva di quelle 2rm' ■+■ 1 coppie di curve som- 
ministrerà (2»m' -V- 1 ) — 3 = 2 ( fin' — 1 ) condizioni : il qual numero è appun- 
to necessario e sufficiente per detertniiiaro gli nn' — t punti incogniti (*). 

58. Il problema siieniiiicialo (53) ammelle differenti soluzioni, non solo 
a cagione della molteplice divisibilità del numero espi imeiile P ordine della curva 
domandala in due parli n , n' , ma anche pei diversi modi con cui si potranno 
disiribiiire fra le basi de' due fasci generatori i punti che si assumono ad ar- 
bitrio (e quindi anche i punti incogniti). 

Da ciò che si è detto al n." 56 risulta che : 

Quando voglionsi formare sopra una curva d’ordine 
n4-n' le basi di due fasci generatori d’ ordini n, n', se n, n' 
sono disuguali, si potranno attribuire al solo fascio d’or- 
dine superiore luti’ i punti clic è lecito assumere ad ar- 
bitrio; e se n = n' , si possono attribuire ad uno de’ fasci, 
al più, tuil'i punti arbitrari meno uno (**). 


Art. XI. CoMtruslRRe delle enrve di ««cond* «rdlNo. 

59. Se nel teorema (50) si pone n = n' = 1 , si ha: 

Date due stelle projeilive, i cui centri siano i punti 
0 , o', il luogo del punto d’ intersezione di due raggi cor- 
rispondenti è una curva di secon d’ordine, passante pei 
punti 0, 0. 

Reciprocamente: siano o, o' due punti fissati ad arbitrio sopra una curva 
di second' ordine; m nn punto variabile della medesima. Movendosi m sulla 


* Jo^igtiiUu, E»»ai sur ia gé»&ati<m det courbes eU. f. 13 — <(. 
CH4»t.ca, MermintUion du nombre de fmntt rie. c. •. 
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curva, i raggi om, o'tn generano due stelle projetùve. Quando m è ìofìnita- 
ineale ricino ad o, il -raggio om diviene tangente alla curva ìu o; dunque la 
tangente in o è quel raggio della prima .stella, cbe coHsponde alta retta oo 
considerata come appartenente alla seconda stella. 

Da ck» scende immediata la costruzione della curva di second' ordine , 
della quale siano dati cinque punti oòcoo'. Si assumano due di essi, oo' , co> 
me centri di due stelle projettire, nelle quali (oa, o'a) , (oò , o'6) , (oc , o'c) 
siano tre coppie di raggi corri.spoBdenti. Qualunque altro punto della curva sarà 
P intersezione di due i*aggi corrispondenti di queste stelle (3). Del resto, que- 
sta costruzione coincide con quella che si deduce dal teorema di Pascal ( 45, c). 
La qual costruzione si applica, senza modificazioni, anche al caso in cui due 
de' punti dati siano infìoitaDientc vicini sopra una retta data, ossia in altre pa- 
role, al caso io cui la corra richiesta debba passare per quattro punti dati ed 
io uno di questi toccare una retta data ; ecc. 

Se nelle due stelle projettire, ì cui centri sono o, o', la retta oo' corri- 
spoude a sè medesima, ogni punto di essa è comune a due raggi corrispon- 
denti (sovrapposti), epperò quella retta è parte del luogo di second’ ordine 
generato dalle due stelle projettire. Dunque questo luogo è composto della oo' 
e di un’altra retta, la quale conterrà le intersezioni de’ raggi corrispondenti 
delle due stelle (50, b). 

60. Date due panteggiale projettire A, i4' , di qual classe è la curva 
inviluppata dalla retta che unisce due punti corrispondenti? ossia, quante di 
tali rette passano per un punto arbitrario o? Consideriamo le due stélle che 
si ottengono unendo o ai pumi della retta A ed ai corrUpondenli punti di A' : 
tali stelle sono projettive alle due punteggiale , epperò projettive tra loro. Ogni 
retta che unisca due punti corrispondenti di A' e passi [ter o, è eviden- 
temente no raggio comune delle due stelle, cioè un raggio che coincide col 

proprio corrispondente. Ma due stelle projettive concentriche hanno due raggi 

comuni (IO); dunque per o passano due rette, ciascuna delle quali è ima tan- 
gente dell’ inviluppo di cui si tratta. Per conseguenza quest’ iariliippo è di 
seconda classe. 

11 punto comune alle due rette date si chiami p o g' , secondo che si 
consideri come appartenente alla prima o alla seconda punteggiata ; e siano p', q 
i punti corrispondenti a p , Le rette pp' ( A' ) t qq ( .4 ) saranno tangen- 
ti alla corra di seconda classe; dunque questa è tangente alle rette date. 

Reciprocamente : due tangenti fìsse qualunque A , A' di una curva di 
seconda classe sono incontrate da una tangente variabile if della stessa curva 
in punti a, a che formano due punteggiate projettire. Quando H è prossima 
a coufondersi con .4, a è il punto in cui A tocca la curva; dunque A tocca 

la curva nel punto q corrispondente al punto q di A', ove questa retta è 

segala da A. 

Di qui si deduce la costruzione , per ungenti , della curva di seconda classe 
determinala da ciiK}ue Ungenti. Due di queste sono incontrale dalle altre tre 
in tre coppie di punti, i quali, assunti come corrispondenti, iodividiiano due 
punteggiale projettire. Qualunque altra tangente della curva richiesta sarà de- 
terminala da due ponti corrispondenti di queste punteggiate. 

Se nelle due rette punteggiate projettive A, A\ il punto di segamento 
delle due rette corrisponde a sè medesimo , ogni retta condotta per esso tioisce 

7 
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doe pumi corrispondeniì ( coiocideDiì ) ; laonde quel punto è parte delP ìotì* 
liippo di aecooda classe generato dalle due punteggiate. Cioè quest' inviluppo 
sarà composto del detto punto e di un secondo punto , pel quale passeranno 
tutte le rette congiungeoti due punti corrispondenti delle punteggiate date (3). 

61. Da un punto qualunque di una curva di seconda classe non può con- 
dursi alcuna retta a toccare ailrovt la curva (30|, cioè una retta che tocchi 
la curva in un punto non può incontrarla in alcun altro punto. Dunque una 
curva di seconda classe è anche di second' ordine. 

Analogamente si dimostra che una curva di second' ordine è anche di se- 
conda classe. V* ha dunque identità fra le curve di seeond' ordine e quelle di 
seconda classe: a patto però che si considerino eume tempLm. Perchè il si- 
stema di due rette è bensì un luogo di second' ordine , ma non già una linea 
di seconda classe; e cosi pure, il si*>teraa di due punti è un inviluppo di se- 
conda classe, senz* essere un luogo di second' ordine. 

\a curve di second' ordine e seconda classe si designano ordinariamente 
col nome di com'ciie. 

63. Dal teorema (59) risulta che, se dkà sono quattro ponti dati di una 
conica ed m un punto variabile della medesima , il rapporto anarmonico de' quat- 
tro raggi m(d, ò, c, d) è costante, epperò eguale a quello delle rette 
a (a, 6f e, d), ove aa esprime la retta che tocca la conica in a. 

Reciprocamente: dati quattro punti aòcd , il luogo di un punto m, tale 
che il rapporto anarmooico delle rette m(a, ò, e, <f). abbia un valore dato A, 
è una conica passante per aòcd, la quale si costruisce assai facilmente. Infatti: 
se s' indica con aa una retta condotta per a e tale che il rapporto anarmonico 
delle quattro rette a (a, b, e, d) sia eguale a .i,la conica richiesta sarà in- 
dividuata dal dover passare per aòcd e toccare in a la retta aa. 

Il luogo geometrico qui considerato conduce alla soluzione del seguente 
problema : 

Date cinque rette o' (a', ò’, e', d',e' ) concorrenti in un punto o' e dati 
cinque pumi aòcde, trovare un punto o late che il fascio di cinque rette 
o(a, ò, e,d, e) sia projetlivo al fascio analogo o' fa', ò', e', d, e' }. 

S' imagini la conica luogo di un punto m tale che i due fasci m((i, 6, c, d), 
o' ia' , b' , c , d' ) abbiano lo stesso rapporto anarmonico. E similmente si 
imagini la conica luogo di un punto n tale che i due fasci n (a, b, e, e), 
d{à,b',c,e') abbiano lo stesso rapporto anarmonico. La prima conica passa 
pri punti aòcd; la seconda per abee; entrambe poi sono pienamente ìndivi- 
iltiale. 

Ora, siccome il richiesto punto o dee possedere si la proprietà del pun- 
to m che quella del punto n , cosi esso sarà situato in entrambe le coniche. 
Queste hanno tre punti comuni aòc dati a priori; dnnque la quarta loro in- 
tersezione sarà il punto domandato. Questo punto si cosliuisce senza previa- 
mente descrivere le due curve ; come si mostrerà qui appresso. 

63. Le coniche passami per gli stessi quattro punti aòco formano un fa- 
scio dì second' ordine. Fra quelle coniche ve ne sono tre, ciascuna delle quali 
è il sistema di due rette: esse sono le tre coppie de' lati opposti (6c,ao), 
(ca, òo), (nò, co) del quadrangolo completo a cui sono circoscrìiie tulle 
le coniche proposte. 

Se per un vertice dei quadrangolo, ex. gr. per a, si conduce un' arbi- 
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traria trasversale A , essa sega ciascuna conica dei fascio in un punto. Vice* 
versa ogni punto della trasversale individua una conica del fascio ^ che vie- 
ne ad essere determinala dai detto punto e dai quattro dati aòco. Dunque 
ii fascio di coniche e la punteggiata eh* esse segnano sulla trasversale A 
sono due forme geometriche projeiiive: in altre parole, il rapporto anarmoni- 
co de' quattro punti in cui quattro dati coniche del fascio segano una tras- 
versale condotta per un punto-base ^ cos/on/e, qualunque sia la direzione del- 
la trasversale e qualunque sia il punto-base ; ed invero quel rapporto anar- 
roonico è eguale a quello delle quattro coniche (46). 

Segue da ciò, che due trasversali A, B condotte ad arbitrio per due 
punti-base a, b rìspeltivaoienle, incontreranno le coniche del fascio in pun- 
ii formanti due punteggiate proiettive : purché si assumano come corrispon- 
denti que' punti m,m' ove una stessa conica è incontrala dalle dne trasversali. 
Si osservi inoltre che in queste dne punteggiate il pnnto d* incontro delie 
due trasversali corrisponde a sé stesso, perclié la conica del fascio determina- 
ta da quel punto incontra ivi entrambe le trasversali. Per conseguenza, ogni 
retta mm' che unisca due punti corrispondenti delle punteggiate passa per un 
punto fisso t (3, 60). Ogni retta condotta per i segherà le due trasversali 
i4, ^ in due punti situati in una stessa conica del fascio. Dunque; la retta 
co ( che insieme ad ab costituisce una conica del fascio ) passa per t ; il pun- 
to in cui A sega be ed il punto in cui B sega ao sono in linea retta con t ; 
e cosi pure, il punto in cui A sega bo ed il punto io cui B sega ac sono 
in una retta passante per t. 

64. Suppongasi ora che una conica sia individuala da cinque punti dati 
abcdfi ed una seconda conica sia individuata dai punti pur dati abeef*. Le 
due coniche hanno tre punti comuni a, 6, c dati a priori ^ si vuol costruire 
il quarto punto comune o, senza descrivere attualmente le coniche. 

Si conducano le rette ad, be' e si chiamino rispellivamente A, B. La 
retta A incontrerà la seconda conica io un punto e che, in viriti del teorema 
di Pascal, si sa costruire senza delineare la curva. Cosi la retta B incon- 
trerà la prima conica in un punto d'. Le rette dd', ee' concorrano in un pun- 
to I. Sia m il punto comune alle rette d e òc; ed m' quello ove si sega- 
no B ed tm. lì punto o comune alle am' ed ic sarà il richiesto. Que- 
sta costruzione è pienamente giustificata dalle cose esposte nel numero pre- 
cedente (^). 

ABT. XII. C'o«traslone della curva di tera* ordioe 
deienulnata da nove punti. 

6ò. Il icoreroa generale (60) per n = 2, n' = 1 , suona cosi: 

Dato un fascio di coniche, projettìvo ad una stella da- 
ta, il luogo de'punii in cui i raggi della stella segano le 


(*) ìbcIk: Scubotiui, ProbUmatii geometrici ad tuperficiem tecundi ordini» per da- 

ta pancia conttruendam spedanti» solutio nova, VrAiìsIaria IS69, p. 13. 
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corrispondenti coniche è una curva di lerz' ordine |o cu- 
6 tca) passante pei quattro punti comuni alle coniche e 
pel centro della stella. 

Se o è il centro della stella , la tangente in o alla cubica è il raggio 
corrispondente a quella conica ( del fascio ) che passa per o. 

Se a è uno de' punti-base del fascio di coniche, la tangente in a alla 
cubica è la retta che nel punto medesimo tocca la conica corrispondente al 
raggio oa ( 5 1 , a ) . 

I teoremi inversi del precedente si ricavano da quella del n.” 64 : 

1. ^ Fissati ad arbitrio in una cubica quattro punti abed, ogni conica 

descritta per essi sega la cubica in due punti mm’ ; la retta mm' passa per 
mi punto fìsso o della cubica medesima. Le coniche per abed e le rette per o 
formano due fasci proiettivi. Il punto o dicesi apposto ai quattro punti tdwi. 

2. ** Fissati ad arbitrio in una cubica tre punti abe ed un altro punto 

0, ogni retta condotta per o sega la curva in due punti mm'; la conica de- 
scrìtta per abemm passa per im altro punto fìsso d della cubica. Le coniche 
per abed e le rette per o si corrispondono projellivamente. 

66. Siano ora dati nove punti abedefghi c si voglia costruire la curva di 
terz' ordine da essi determinala, mediante due fasci projettivi, T uno di co- 
niche, r altro di rette. Per formare le basi de* due fasci sono necessari cin- 
que punti: ma uno fra essi (67) non può essere assunto ad arbitrio fra i 
punti dati, bensì solamente gli altri quattro. 

Secondo che il punto incognito si attribuisce al fascio di rette o al fa- 
scio di coniche, si hanno due diversi modi di costruire U curva di terz' ordi- 

ne,! quali corrispondono ai due teoremi (65, 1.^, 2.^). Noi qui ci limitiamo 
al solo primo modo di costruzione, che è dovuto al sig. Cumes 

Imaginiaroo le cinque coniche circoscritte al quadrangolo abed e passanti 
l'ispeilivatnenle per e,/*, 9,6,1. Il sistema di queste cinque coniche si può 
rappresentare col simbolo: 

( aied )( e, f, g, h, i ). 

Si tratta dunque di trovare un punto o tale che il sistema di cinque rette 

o( «. f, g, k, 1) 

sia proiettivo al sistema delle cinque coniche. Siccome quest' ultimo sistema è 
proiettivo a quello delle tangenti alle coniche nel punto a (46), cosi Pat- 
inale problema coincide con uno giò risoluto (62,64). Determinalo il pun- 
to 0 opposto ai quattro abedg sono determinali i fasci generatori; e con ciò 
la quìstionc ò risoluta. 

67. Siippoiigansi ora due cubiche individuate da due sistemi di nove punti, 
fra i quali ve ne siano quattro abed comuni alle due curve. Queste sì segbe- 


ron#fruetton de la eourbe du 3. ordre détenninée fxir neuf poiiUe (Coinptcs r«adus, 30 
iDti issa;. 

Per altre rMlniiioni delle cufaielie e delle curve d'ordine sitperiore ve^caiul te eccelIcnU Memorie r 
listai tur la sénèration dtt courbei géamétriquet eie. — HMTaxnuctR, Ueber die 
Erseugung geometriteher Curv#ii (Ciornale C»Li.ii-fk>iica*iiDT> t. SS, Sceliiio ISSO, p. SI]. 
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ranno io ahrì cinque punti che indiriduano una conica. Questa conica può 
essere costruita senza conoscere quei cinque punti ^ cioè senza descrìvere le 
due cubiche. 

Si consideri il fascio delle coniche circoscrìtte al quadrangolo abcd^ una 
qualunque di esse sega la prima cubica in due punti mn e la seconda cubica 
in due altri punti m'n. Le rette mn, mV incontrano nuovamente le cubiche 
in due punti fissi o, o che sono gli opposti ai dati abcd, rispetto alle due 
cubiche medesime. Variando la conica, le rette omn, o'tn'n' generano dne 
stelle projeltive al iascio di coniche, epperò proiettive fra loro. 1 raggi cor- 
rispondenti di queste stelle si segano in punti il cui luogo è una conica pas- 
sante per 0 , o' ed anche pei cinque punti incogniti comuni alle due cubiche. 
Essa è dunque la conica domandata. 

(a| Di questa conica si conoscono già due punti o, o'; altri Ire si pos' 
sono dedurre dalle tre coppie di lati opposti del quadrangolo oòcd, considerate 
come coniche speciali del fascio. Infatti: siano m, n i punii in cui la prima 
cubica è incontrata nuovamente dalle rette be, ad; ed m’, n' quelli in cui 
queste medesime rette segano la seconda cubica. Le rette mn, m'n' sono due 
raggi corrispondenti delle due stelle projeltive ^ i cui centri sono o, o; dun- 
que il loro punto comune appartiene alla conica richiesta. Analogamente dicasi 
delle altre due coppie di Iati opposti (co, 6d), (o6, c<i). 

Di qui segue che, de' nove punti cornimi a due cubiche, cinque qualun- 
que individuano una conica la quale passa pel punto opposto agli altri quattro, 
rispetto a ciascuna delle cubiche (*). 

(b) Siano abcd, a'b'e'd' otto punti comuni a due cubiche; o, o' i punti 
opposti ai due sistemi abcd, a'b'e'd, rispetto alla prima cubica. La retta oo' 
Séga questa cubica in un tei^o punto x. Dalla definizione del punto opposto 
segue che le coniche individuate dai due sistemi abedd , a'b'e'd o passano en- 
trambe per X. Dunque or è il nono punto coimiiie alle due cubiche 

(c) Se abcd sono quattro punti di una cubica, il toro punto opposto o 
può essere determinalo cosi. Siano m, n i punti in cui la curva è incontrala 
dalle rette ab, cd; la retta mn segherà la curva medesima in o. Se i punti 
abcd coincidono io un solo a, anche m, n coincidono nel punto m in cui 
la cubica è segata dalla tangente in a; ed o diviene T iiilersezioiie della curva 
colla tangente in m. Dunque^ se (39, b) m si chiama il tangenziale di a ed 
0 il tangenziale di m ossia il secondo tangenàale di a, si avrà: 

Se una conica ha un contatto qtiadripiinio con una cu- 
bica, la retta che unisce gli altri due punti di segamento 
passa pel secondo tangenziale del punto di contatto. 

Da ciò segue immediatamente che: 

La conica avente un contatto cinquipunto con una cu- 
bica incontra questa sulla retta congiungcnte il punto di 
contatto al suo secondo tangenziale (***). 


! *) Ftiicni , Theorie der aloeb. Curven , p, se. 

**) Haut , CtrN<trttr(ion b\/ ihe nUer aJone tn dsUrmine thè ninth point of inlereection of 
iu<o ewrvet of thè third degree ( Ctmbfidge and DuUin MalbeniaiKal Jouniai. voi. C, Caobndge tSSi, 
P. 181 >. 

<***) PoacRLtT, Anatyse dee traneversaUe , p. 185. 
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(d) Dai leoremi (b) t (c) si raccoglie che, se due cubiche hanno fra 
loro due contatti quadrìpuoti ne’ punti a , a, il nono ponto di intersezione 
x è io linea retta coi secondi tangenziali o, o' de’ punti di contatto a, a\ 
Se a, a' coincidono, anche o' coincide con o ed x è il suo tangenziale, 
cioè il terzo tangenziale di a; dunque: 

Tutte le cubiche aventi un contatto ottipunto con una 
data cubica io un medesimo punto, passano pel terzo tan> 
genziale del punto di contatto (*). 

(e) 11 teorema (45,b) applicato ad una curva del terz' ordine suo- 
na cosi: 

Se una cubica è segata da una curva dell’ ordine n in 3n punti , ì 
tangenziali di questi giacciono tutti in un’ altra curva dell’ ordine n. 

Donde segue immediatamente ( 44 ) : 

IwC coniche aventi un contatto cinquipuoto con una data cubica ne’ punti 
in cui questa è segata da una curva dell’ ordine n , segano la cubica medesi- 
ma in 3n punti situati in un’ altra curva dell’ ordine n. 

Ed anche : 

Se una conica ha un contatto cinquipuoto con una cubica in a e la sega 
in ò, e se a', 6' sono i tangenziali di a» 6, un’altra conica avrà colla cubi- 
bica un contatto cinquipunto in a' e la segherà in ò'. 


(*i Salmon» Oh ntrvu o( thè third arder ( Vhitoso^hicii Traimtiiius nr ihr SocieC/, 
voi. 14$, p«rl i, Lomioi I8S9 , p. &3S ). 
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SEZIONE II. 

TEORIA DELLE CURVE POLARI. 


SLIU. l^efliftlaioac e proprIelA fondAmeatall 
dello curve polari. 


68. Sia data una linea piana Cn dell' ordine n, e sia o un punto fissato 

ad arbitrio nel suo piano. Se intorno ad o si fa girare una trasversale che in 

ima posizione qualunque seghi Cn >o n punti il luogo de' centri 

armonici^ di grado r, del sìsicnia a(a,j...ai( rispetto al polo o(lt) sarà una 
curva dell’ordine r, perchè essa ha r pumi sopra ogni trasversale condotta 
per 0 . Tate curva si dirà potare ( ti — r del punto o rispetto alla 

curva data (cun-d fondamentale) {*). 

Cosi il punto o dà origine ad n 1 curve polari relative alla linea data. 
l..a prima polare è una curva d’ ordine n — ] ; la lecotufa polare è dell’ordine 
ecc. i/ u/ttma od (n— 1)'^“ polare, cioè il luogo dei centri armo* 
nici di primo grado, è una retta {** (***) ), 

69. 1 teoremi altrove dimostrati (Ul), pei centri armonici di un sistema 

di n punti in lìnea retta, si traducono qui in altrettante proprietà delle curve 

|H>lari relative alla curva data. 

(a) Il teorema (12) può essere espresso cosi: se m è un punto 

della polare ( n — r di o, viceversa o è un punto della 
polare (r)"'*’ di m (*^**). 

Ossia : 

Il luogo di un polo, la cui polare (r)’"'* passi per un 
dato punto o, è la polare (n— r)'”“ di o. 

Per esempio: la prima polare di o è il luogo de’ poli le rette polari 

de’ quali passano per o; la seconda polare di o è il luogo de’ poli le cui 

coniche polari passano per questo punto; ecc. 

(h) Dal teorema (13) segue immediulMmenle che: 

Un polo qualsivoglia o ha la stessa polare (a)”*'' rispetto 
alla data linea Cn c rispetto ad ogni curva polare d* or- 
dine piò aito, dello stesso punto o , considerata come curva 
fondameli ta le. 

Dunque: la seconda polare di o rispetto a Cn è la prima polare di o re- 
lativa alla prima polare del punto stesso presa rispetto a Cn‘, la terza polare 


(*) GRkMMAiiif, Theorie der Centralen (Giornale di Cmllk, I. SI, Berlino 1813, p. 363). 

Il (coremB reliUro ai emiri armonici di |>riinA frado i di Cotesì redi Macladìin, l, e. 

p. SOS. 

(***) BoaiLLiia, Jltéorémts tur U$ poloirti tucctuivet (Annalei de CKtconva,!. 19, Nisnr* 
1838-39, p. 30S I. 
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è la prima polare relaiÌTa alla seconda polai*e ed anche la seconda polare re- 
lativa alla prima polare ; tee, 

(c) Il teorema (14) somministra il seguente: 

La polare (r')”'* di un punto o rispetto alla polare (r)'*"' 
di un altro punto o (relativa a Cn) coincide colla polare 

^ rispetto alla polare (r )’"" di o' (relativa a Cn) (*)• 

Questo teorema è, come apparirà in seguito, fecondo di molle conse- 
guenze. Ecco intanto una proprietà che emerge spontanea dal confrontarlo co! 

teorema ( 69 , a }. 

(d) Siippouiamu che la polare (r')""' di o' rispetto alla polare (r)'"'^ di 
o passi per un punto m , ossia che la polare ( r )*"” di o rispetto alla polare ( r' 

( \ W(l 

( n — r') — ri 

di m rispetto alla polare (r )*"" di o’ passerà per o, ossia che la polare (r'}**” 

( \ IMO 

(n — r') — ri di m passa per o. Dunque: 

Se la polare (r')"*" di o rispetto alla polare (r)"'® di o 
passa per m, la polare (r')*"" di o rispetto alla polare 
( n — r — r' l*"" di m passa per o. 

70. Toniando alla definizione (6B), se il polo o è. preso nella curva 
fondamentale, talchi esso tenga luogo di uno degli n punti . . . a„ , il centro 
armonico dì primo grado si confonderà con o. Ma se la trasversale è tangente 
alla curva in o, due de' punii a,a^ • • • coincidono con o; onde, riuscendo 
indclcrminalo il centro armonico di primo grado, può assumersi come tale un 
punto qualunque della trasversale (17). Questa è dunque, nel caso attuale, il 
luogo de’ centri armonici di primo grado ^ vale a dire: la retta polare di 
un punto della curva fondamentale è la tangente in que- 
sto punto. 

Quando il polo non giaccia nella curva fondamentale, ma la trasversale 
le sìa tangente, due de' punti a^a^..,a„ coincidono nel punto di contatto^ 
eppeiò questo sarà (16) un centro armonico di grado n — * 1 , ossia un punto 
della prima polare. Dunque: la prima polare di un punto qua- 
lunque sega la curva fondamentale ne’ punti ove questa 
ò toccala dalle rette tangenti che passano pel polo. 

La prima polare è una curva dell’ ordine n — 1 , talché segherà fn in 
»(n — 1 ) punti. Donde s’ inferisce che da un punto qualunque si possono 
condurle n(n~ 1 ) tangenti alla curva fondamentale (**), ossia: 

Una curva dell’ordine n è, in generale, della clas- 
se n ( n -- 1 ). 

71. Se il polo 0 è preso nella curva fondamentale, qualunque sìa la 
trasversale condotta per o, una delle intersezioni a,a.. ...dn coincide con o 
medesimo; onde (17) o sarà un centro armonico, di ciascun grado, del si- 
stema a| 0 ^...a„ rispetto al polo o. E ciò torna a dire che tutte le polari di 
o dalla prima sino alt' ( n — 1 passano per questo punto. 


(*> PlOcke». Veber n’n ncuee Coordiuatentyitem (Giornil« di CasiLi.U S.BcrIifto faso.p. 34 ). 

(**) PoscEUT. So4u4»on suivié d'unt tutorie dtt poUUret réeiproqu«$ 0te. (inntln de 

OU 60 NME, t 8, Nismn 1817-lB, p. 214). 
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Ma v' ha di più. Se la trasversale è langeole a Cm in o, in questo sono 
riuniti due punti a, quindi anche (17) due centri armonici di grado qual un 
que; cioè la curva fondamentale è toccala in o da tutte le 
polari di questo punto. 

Dallo stesso teorema (17) segue ancora che la prima polare dì un punto 
0 della curva fondamentale è il luogo de' centri armonici di grado n — 2 , re* 
lativi al polo 0 , del sistema di n — 1 punti in cui Cm è incontrata da una 
trasversale variabile condotta per o. Oli n(n — 1) — 2 punti in cui la prima 
polare di o sega (oltre ad o, ove queste curve si toccano) sono i punti 
di coiilatiu delle rette die da o si possono condurre a toccare altrove la curva 
data. 

72. Supponiamo die la curva C„ abbia un punto d multiplo secondo il 
numero r. Ogni retta condotta per d sega ivi la curva in r punti coinciden- 
ti, epperò ( 17 ) d sarà un punto per ciascuna polare del punto slesso. 

Ciascuna delle tangenti agli r rami di Ch incontra questa curva ìii r + I 
punti coincidenti in d (31); onde considerando la ungente come una trasver- 
sale (68), in d coincidono r+ 1 punti a, epperò anche r + 1 centri armo- 
nici di uualiinquo grado, ris|>e(to al polo d (1Ò* Dunque le r tangenti di C„ 
nel suo punto multiplo d toccano ivi anche gli r rami di qualunque curva 
polare di d. 

?ie segue die le polari (« — l)"*", (n — 2 (n — r -+ 1 )'““ del 

punto d sono indeterminate, e la polare | n — r]"'^ del punto stesso è il sistema 
delle r tangenti dianiti considerate (31). 

Quest' ullima proprietà si rende evidente anche osservando che, risguar- 
data la tangente in d ad un ramo di r„ come una trasversale condotta pel polo 
d (G8), vi sono r -4- 1 punti a coincidenti insieme col polo, onde qualunque 
punto delia trasversale potrà essere assunto come centro armonico di grado 
r (17). Cioè il fascio delle tangenti agli r rami di C, costituisce il luogo dei 
centri armonici di grado r, rispetto al polo d. 

73. Sia o un polo dato ad arbitrio nel piano della curva Cm dotata di 
un punto d multiplo secondo r. Condotta la trasversale od , r punti a coinci- 
deranno in d^ quindi (16) questo medesimo punto terrà luogo di r — 5 centri 
armonici del grado n — s (s<r); ossia: 

Un p u n to ( r )^'^ della curva fondamentale è multiplo se- 
condo per la polare (s)"*” di qualsivoglia polo. 

(a) Applichiamo le cose premesse al caso che C» sia il sistema di n 
rette concorrenti in uno stesso punto d. Questo, essendo un punto (n)^^" pel 
luogo foudanienlale, sarà multiplo secondo n — 1 per la prima polare di un 
punto qualunque o; la quale sarà per conseguenza composta di n — > 1 rette 
incrociantUi in d. 

Condotta pel polo o una trasversale qualunque che seghi le n rette date 
in a,aj...a,«, se mim^. . .mn_( sono i centri armonici di grado n 1 , te 
rette d(m^, tn^ . .mn^, ) costituiranno la prima polare di o (20). Questa 
prima polare non cambia (18), quando il polo o varii manieocndosì sopra una 
retta passante per d. 

Se fra le n rette date ve ne sono $ coincidenti in una sola donnei punto 
a saranno riuniti (16) t — 1 centri armonici di grado n ~ 1 , epperò s 1 
rette dm coincideranno in da^ qiiaiunque sia o. 


8 
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(b) Come caso particolare, per n = 2 si ha: 

Se la linea fondamentale è un pajo di rette <f|d, , o^), la polare di 
un punto o è la retta coniugata armonica di do rispetto alle due date (*). E 
se queste coincidono, con esse si confonde anche la polare, qualunque sia il 
polo. 

74. Kilorniamo ad ima ciirra qualunque Tu dotata di un punto d. 

Assunto un polo arbitrario o, la prima polare di questo passerà r — 1 volte 
per d {73)jc le r rette tangenti a Cn in d costituiranno r(n — r)'"“ pola- 
re del medesimo punto d (72). Analogamente le r — t tangenti in d alla 

prima polare di o furniano P polare di d rispetto 

alla prima polare di o, ossia, ciò che è lo stesso (69, c), la prima potare 
di 0 rispetto all* (n — r)'"” polare di d. Dunque (73, a): 

Se la curva fondamentale ha un punto d, le tan- 

genti in d alla prima polare di un polo qualunque o sono 
le r— *1 rette, il cui sistema è la prima polare di o ri- 
spetto al fascio delle r tangenti alla curva fondamentale 
in d. 

(a) Di qui s* inferisce, in virtù del teorema (73, a), che le prime po- 
lari di tiiit* i punti di una retta passante per d hanno in questo punto le stesse 
rette tangenti. 

(b) Inoltre, se « tangenti di C» nel punto multiplo d coincidono in una 
sola retta , in questa si riuniranno anche $ — 1 tangenti della prima polare di 
o ( 73 , a ) ; onde , in tal caso , d rappresenta r ( r — I )-»-*— 1 intersezioni di 
C„ colla medesima prima polare (32). Il numero delle intersezioni nmaoenti 
^ n(n— I) — r(r — t) — (*•— 1); perciò questo numero esprime quante tan- 
genti (70) si possono condurre dal punto o alla curva fondamentale ( supposto 
però che questa non abbia altri punti multipli). In altre parole: 

Se la curva fondamentale ha un punto multiplo secon- 
do r, con s tangenti sovrapposte, la classe della curva è 
diminuita di r(r — 1)-+-s~l unità. 

(c) Queste proprietà generali, nel caso r = 2, *=l e nel caso r=2, 
9 = 2, danno ( 73 , b ) : 

Se la curva fondamentale ha un punto doppio d, la prima polare di un 

polo qualunque o passa per d cd ivi è toccata dalla retta coniugala armonica 

di do rispetto alle due tangenti della curva fondamentale. 

Se la cuna fondamentale ha una cuspide d, la prima polare di un polo 

qualunque passa per d ed ivi ha per tangente la stessa retta che tocca la 

curva data. 

Per conseguenza, U prima polare di o sega C„ in altri n{ n — 1 ) — 2 
0 n(n — t ) — 3 punti (oltre d), secondo che d è un punto doppio or- 
dioarìo 0 una cuspide. Cioè la classe di una curva s’ abbassa di due unità 
per ogni punto doppio e di tre per ogni cuspide (**). 


(*) A <iur«ta retta si «li U nome di po^re del (»ubU> o ris|wUo ali'anfolo a,da.j. 

(**) PLnacen, .WMfioi» d'une qutititm fondamentale nnetmant ta fAA>nie ò^nérale dei rwir- 
f/et (r.iArnale di Caelli, t. 13, Berillio 1894, 107 . 
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(d) Per r qualunque ed i = 1 si ha: 

Se Tm ha r rami passanti per uno stesso punto con tangenti tulle distinte, 
la classe è diminuita di r(r — 1 ) unità; vale a dire, un punto con 

r tangenti distinte produce lo stesso elTetto, rispetto alla classe della curva, 

come — ^ — ^ punti doppi ordinari. La qual cosa è di un’evidenza ìutuitì- 


va; perchè, se r rami s'incrociano io uno stesso punto, questo tien luogo 
r { f — 1 ) 

degli punti doppi che nascono dall’ intersecarsi di quei rami a 

due a due. 

Ma se s rami hanno la tangente comiiue, combinando ciascun d’essi col 
successivo si hanno s— 1 cuspidi, mentre ogni altra combinazione di due ra^' 
mi darà un punto doppio ordinario. Ossia: un punto con s tan- 

genti riunite produce, rispetto alla classe della curva, 

la stessa diminuzione che produrrebbero ^ — ( s — I ) 


punti doppi ordinari ed s — 1 cuspidi. 

75. [>a un polo o condotte due trasversali a segare la curva fondamen- 
tale Ch rispettivamente in 0|a^...arty se a , ^ sono i centri ar- 

monici, dì primo grado, di questi due sisiemi di n punti rispetto ad o, la 
retta polare di o sarà a^. Donde segue che, se pei medesimi punti 0 , 0 ^. .. a»» 
passa una seconda linea C'm dell’ ordine n, la retta sarà la 
polare di 0 anche rispetto a C'n* Imaginando ora che le due trasversali oa, 
ob siano iafiiiiiaraenle vicine, arriviamo al teorema: 

Se due linee dell’ordine n si toccano in n punti si- 
tuati in una stessa retta, un punto qualunque di questa 
ha la medesima retta polare rispetto ad entrambe le li- 
nee date (*). 

La seconda linea può essere il sistema delle tangenti a C„ negli n pun- 
ii ; dunque: 

L!n polo, che sia in linea retta con rt punti di una 
curva dell’ ordine n, ha la stessa retta polare rispetto 
alla curva 0 rispetto allo tangenti di questa negli n 
punti. 

Ciò toma a dire che, se una trasversale tirata ad arbitrio pel polo 0 in- 
contra la curva in C(Cj...CA e le n langenli in si avrà (11): 


1 1 

K 

Of| oc. 


I _ 

OCn 0/, 



7G. Sian date n rette A^Aì..^An situate comunque nel piano, ed un 
polo 0 ; sia Pr la retta polare di 0 rispetto al sistema delle n — 1 rette 


i*) Salhon, a treatise on the higfter piane eurves, Dublin ISAI, p. S4. 
[**} Macuciuk, /. C. p. 201. 
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/4,<42. .. ... /in Consideralo come luogo d* ordine «—1; e sia a, 

il punto in cui Pr incontra Ar- In virtù del teorema (15)^ Or è anche il 
centro armonico di primo grado, rispetto al polo o, del sistema di n punti 
hi cui le n rette date sono tagliate dalla trasversale odr ; dun(|iie: 

Date n rette ed un polo Oj il punto, in cui una qua- 
lunque (Ielle rette date incontra la retta polare di o ri- 
spetto alle altre n~1 rette, giace nella retta polare dì 
o rispetto alle n rette (*). 

Da questo teorema , per n = 3 , sì ricava : 

Le rette polari di un punto dato rispetto agli angoli di un trilatero 

incontrano i lati l'ispetlivamente opposti in tre punti situali in una stessa ret- 
ta, che è la polare del punto dato rispetto al trilatero risguardalo come luo- 
go di terz* ordine. 

H reriprocamciile : se i lati òc, ca, aò di un trilatero a&c sono incon- 
trali da una trasversale in a', e', e se a, , , C| sono ordinatamente i con- 

iugati armonici di a, 6', e' rKpelin alle coppie òc , ca , oò , le rette oa, , òòi , CC( 
concorrono in uno stesso punto ( il polo della trasversale ). 

77. Le prime polari di due punti qnalunque o,o' (rispetto alla data 

curva Ci ) si segano in (n — 1 punti, ciascun de’ quali , giacendo in en- 
trambe le prime polari, avrà la sua retta polare passante si per o che per o' 
( 69 , a |. Dunque : 

Una retta qnalunque è polare di (n~1 punti diver- 
si,! quali sono le intersezioni delle prime poiaridi due 
punii arbitrari della medesima. Ossia: 

Le prime polari di tutt’ i punti di una retta formano 
un fascio di curve passanti per gli stessi (n— 1)^ punti (•*). 

(a) In virtù di tale proprietà, tnttc le prime polari passanti per mi 

punto o hanno in comune altri (n — t — 1 punti, cioè formano un fascio, 

la base del quale consta degli ( n 1 poli della retta polare di o. Per 

due punti o, o' passa una sola prima polare ed è quella il cui polo è P in- 
tersezione delle rette polari di o ed o. 

Dunque tre prime polari bastano per indivkliiare tutte le altre. Infatti: 
date tre prime polari C\ C\ C, i cui poli non siano ìa linea retta, si ()n- 
inamla quelle, che passa per due punti dati o, o. Lo curve C, C" determi- 
nano un fascio, ed un altro fascio è determinato dalle C\ C*'. Le curve che 
appartengono rispettivamente a questi due fasci e passano enlramlie per o in- 
dividuano un terzo fascio. Quella curva del terzo fascio che passa per o è 
evidentemente la richiesta. 

(b) Se tre prime polari, i cui poli non siano in linea retta, passano 
per uno stesso punto , questo .«arà comune a tutte le altre prime polari e sarà 
doppio per la curva fondamentale (73); infatti la sua retta polare, potendo 
passare per qualunque punto del piano (69, a), riesce indeterminata (73). 


(*} Catlkt, S'ur quetqufs Ibénréme» dt la géométrU de potition f CiornAie ili Ciiillk, t. 31 . 
HnhiM 18K, p. 271 j. 

**> Bobilusm . P/monttrati 07 is de quelquet thèorfmee tur Iti lignee eU. (Annal» <i« Cna- 
I.OSNK, I. 18, Kiiinirs IH37-2K,p. 97). 
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78. Suppongasi che la polare (r)”" di un punio o abbia un punto dop> 
piu o\ onde la prima polare di un punto arbit*‘ai'io m rispetto alla polare 
(^)oHi Q (considerata questa come riirva rondanienlale} passerà per o (73). 
A cagione del teorema ( 69 , d ) , la prima polare di m rispetto alla (n — 1)""' 

|)olafe di o' {tasserà per o. Inoltre^ siccome T ( r -t- 1 polare di o passa 

per o', cosi il punto o giace nelT (n — r — 1 polare di o (69, a |. 
Dunque ( 77 , b) : 

Se la polare (r)'"" di o ha un punto doppio o', vicere r- 

sa r ( n — r — t polare di o' ha un punto doppio in o (*). 

Per esempio: se la prima polare di o ha un punto doppio o', la conica 
poltre di o' sarà il sistema di due rette seganlisi in o; e viceversa. 

(a) Se la data curva C» ha una cuspide d, la conica polare di questo 

punto si risolve in due rette coincidenti nella retta che tocca Cn in d | 72 ). 
Ciascun punto m di questa retta può risguardarsi come un punto doppio della 
conica polare di d\ dunque d sarà un punto doppio delia prima polare di 
m, ossia: • 

Se la curva fondamentale ha una cuspide, la prima 
polare di un pnnto qiialun(|ite della tangente cuspidale 
passa due volte per la cuspide. 

Queste prime polari aventi iio*punto doppio in d formano un fascio ( 77, a 
epperò fra esse ve ue sono due, per le quali d è una cuspide (48). lina 
delle due prime polari ctispidate è quella che ha per polo lo stesso puti> 
to d (72). 

(b) L’Is)"''' polare di un punto tn rispetto alP(r|'"“ polare di un aU 

irò punto 0 abbia un punto doppio o'j vale a dire (69, c), polare 

di 0 rispetto a!r(s)"'° polare di m passi due volle per o'. Applicando al- 
P (s)'"'' |>olare di tn il teorema dimostrato per la curva Cn (78), troviamo 

( \ MM 

(n — s) — r — il polare di o' rispetto all’(s)'*'‘* polare di m ha 
un punto doppio in o. Dunque : 

Se 1’ (s)*"® polare di m ri. spetto all’ (r)**' polare di o 
ha un punto doppio o\ viceversa 1’ (s)”'" polare di m ri- 
spello all’ (n — r — polare di o' avrà un punto dop- 
pio in 0. 

79. polare di o abbia una cuspide o'; l’(n — r— polare 

di 0 passerà due volle per o (78). Se poi si designa con m un punto qua- 
lunque della retta che tocca nella cuspide o r(r)"^“ polare di o, la prima 
polare di m rispetto alla stessa (r)'"“ polare di o avrà un punto doppio in 
0 (78, a); epperò (78, b) la prima polare di m rispetto all’(n'-'r — 2)”*'* 
polare di d avrà un punto doppio in o. 

Da questa pro|>rietà , fatto r = 1 , discende ; 

Se la prima polare di o ha una cuspide o', ciascun 
punto della tangente cuspidale ha per conica polare, re- 


(*j STtiirtiR , AUgfwtint Eigentthofim dtr aìgtb/raiuhfn ( Ciom»!* di Caiiui . t. 47, 

t$S3 , f. 4 . 
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lativamenle alla cubica polare di o’, un pajo di' rette in* 
crociantisi in o. 

È evidente cbe ciascuna di queste rette determina T altra, vale a dire, 
tutte le analoghe paja di rette costituiscono un* iovoluzioue (di secondo gra* 
do ) j onde nella tangente cuspidale vi saranno due punti, ciascun de* quali 
avrà per conica polare ( rispetto alla cubica polare di o' ) un pajo di rette 
riunite in una sola retta passante per o. 

Il punto o è doppio per la conica polare ( relativa alla cubica polare 
di o' ) di ciascun punto m della tangente cuspidale; viceversa adunque (78) 
m è un punto doppio della conica polare di o ( relativa alla cubica polare 
di o' ). Ossia: la retta che tocca la prima polare di o nella cuspide o', con- 
siderala come il sistema di due rette coincidenti, è la conica polare di o 
rispetto alla cubica polare di o'. 

Le rette doppie tlelL involuzione suaccennata incontrino la tangente cuspi- 
dale in 0 | , Oj. Siccome 0 | è un punto doppio si per la conica polare (sem- 
pre rispetto alla cubica polare di o' ) di ^ , che per la conica polare rappre- 
sentata dalla retta 00 | , cosi (78) la conica potare di o, avrà un punto dop- 
pio in o ed un altro sopra 0 , 0 ^, vaie a dire, sarà il sistema di due rette 
coincidenti. Dunque le rette oo.j, oof costituiscono separatamente le coniche 
polari de* punii o, , ; ossia : 

Se la prima polare di o ha una cuspide o , nella tan- 
gente cuspidale esistono due punti 0 |, 0 j^ i quali insie- 
me con 0 formantt un triangolo, tale che ciascun Iato 
cousiderato come due rette coincidenti è la conica pola- 
re «lei vertice opposto, relativamente alla cubica polare 
del p 11 n 1 0 o'. 

80. Consideriamo ora una tangente stazionaria della data curva Cn od il 
relativo punto di contatto o flesso i. Preso un polo o nella tangente staziona- 
ria e considerata questa come trasversale (68), (re punti a sono riuniti nel 
flesso (39),epperà questo tien luogo di due centri armonici del grado n— 1 
e di un centro armonico del grado n — 2 (16). Vale a dire, la prima pola- 
re di 0 passa per i ed ivi tocca Cn ; o per i passa anche la seconda po- 

lare di 0 . 

Come adunque per i passa la seconda polare d’ ogni punto o della tan- 
gente stazionaria, cosi (69, a) la conica polare di t conterrà tuli* i punti 
della taugenie medesima. Dunque la conica polare di un flesso si 
«leeoni pone in due rette, una delle quali d la rispettiva 
tangente stazionaria. 

Se r è il punto comune alle due rette che formano la conica polare del 
flesso t, la prima polare di t' avrà (78) un punto doppio in i. Ossia: un 

flesso della curva data è un punto doppio dì una prima polare , il cui polo 

giace nella tangente stazionaria. 

Se un punto p appartiene a Cn ed ha per conica polare il sistema di 
due rette, esso sarà o un punto doppio o un flesso della curva data. Infatti: 

0 le due rette passano entrambe per p, e la retta polare di questo punto rie- 
sce indeicnninala , cioè p è un punto doppio della curva. Ovvero, una sola 
delle due rette passa per p, ed è la tangente alla curva in questo punto (71); 
tuli’ i pillili di questa retta appartengono alle polari (n— l)"'® ed (ri — 2)”*“ 
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ili p, dunque la prima c la seconda polare di ciascun di qiie^ punti passa per 
p, il che non può essere, se quella retta non ha in p un contatto tripiinlo 
eolia ciirra data (16). 

81. Siccome ad ogni punto preso nel pieno della curva Tondamemale C» 
corrìs|)onde una retta polare, cosi domandiamo: se il polo percorre una data 
curva Cm d^ ordine m, di qual classe é la curva inviluppala dalla retta pola- 
re? ossia, quante rette polari passano per un arbitrario punto o, ciascuna 
avente nn polo in Tm? Se la retta polare passa per o, il polo è (G9, a) 
nella prima potare di o, la quale sega C, in m(n — 1) punti. Questi sono i 
soli punti di r», ,le rette polari de' quali passino per o; dunque; se il polo 
percorre una curva dell' ordine m, la retta polare invi- 
luppa una curva della classe m(n-~t). 

(a) l^er m := 1 si ha: se il polo percorre una retta R , \a retta polare 
inviluppa una curva della classe 1. 

(b) Se la curva fondanieniale ha un punto la prima polare di o 

passa r — 1 volle per rf (73) ; quindi, se anche R passa per quest’ ultimo 
punto, la prima polare di o segherà R in altri (n — 1 ) — {r — 1 ) punti ; cioè 
Ja classe dell’ inviluppo richiesto sarà n — r. 

(c) Se inoltre s rami di Cn hanno in d la tangente comune , questa tocca 

ivi $ — 1 rami della prima polare di o (74); onde, se A è questa tangen- 
te, le rimanenti sue intersezioni colla prima polare di o saranno in numero 
(n — I) — (r— 1) — (s — 1); dunque la classe dell’ inviluppo è in questo caso 
n — (r 8 — 1 ). 

82. Come la teoria de’ centri armonici di iin sistema di punti in lìnea 
rotta serve di base alla teoria delle enrve polari relative ad una curva fonda- 
mentale di dato ordine , cosi le proprietà degli assi armonici di un fascio di 
rette divergenti da iin punto (19, 20) conducono a stalnlìre un’ analoga teoria 
di inviluppi polari relativi ad una curva fondamentale dì data classe. 

Data una curva K della classe m cd una retta R nello stesso piano , da 
un punto qualunque p di R siano condotte le m tangenti a A' ; gli assi ar- 
monici, di grado r, del sistema di queste m tangenti rispetto alla retta fìssa 
R inviluppano, quando p muovasi in R, una linea della classe r. Co.sl la 
retta R dà luogo ad m— 1 inviluppi polari, le cui classi cominciano 
con m — te finiscono con 1. L’inviluppo polare di classe più alta tocca le 
rette tangenti a K ne’ punti comuni a questa linea e ad A; onde segue clic A 
incontra K in punii, cioè ima curva delta classe m è ge- 

neralmente dell’ ordine m(m—l). Ma questo è diminuito di due 
unità per ogni tangente doppia e di tre unità per ogni tangente stazionaria dì 
fili sia dotala la curva fondamentale; ecc. ecc. 

Akt. XIV* Teoremi relativi al «i«teiBi di curve* 

83. Due serie di curve (34) si diranno projeltìve, quando, in 
virtù di una qualsiasi legge data , a ciascuna curva della prima serie corrisponda 
lina sola curva della seconda e reciprocamente. 

Una serie d’ indice e d’ ordine m sia projeltiva ad una serie d’ indice 
N e d’ordine n; di quale ordine è la lìnea luogo delle intersezioni di due 
curve corrispondenti? Ossia, in una retta trasversale arbitraria quanti punti 
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e$i.s(ono , |>er ciascun de’ quali passino due curve coriispoodenti ? Sia a no punto 
qualunque della trasversale , pel quale passano M curve della prima serie \ le 
M corri>pondenti curve della seconda serie incontreranno la trasversale in Un 
punii a. Se invece si assume ad arbitrio un puulo d nella trasversale e si 
considerano le N curve della seconda serie che passano per esso, le N corri- 
spcHidenli curve deila prima serie segano la trasversale in iVm punti a. Dunque 
a ciascun punto a foirispondono Mn pnnii d ed a ciascun punto d corrispon- 
dono A'm punti a. Cioè, se i punti a» n si riferiscono ad una stessa origine 
0 (fissala ad arbitrio nella trasversale), fra i segmenti oa, od avrà luogo 
un’ equazione di grado J/n rispetto ad od e di grado Nm rispetto ad oo. Onde, 
se d coincide con a , si avrà un’ equazione del grado 3Ìn -H iVm in oa , vale 
a dire, la trasversale contiene Mn -h Nm punti del luogo richiesto. Abbiamo 
cosi il teorema generale (*) : 

Date due serie projettìve dì curve, l’ima d’ indice if 
e d’ ordine m, I’ altra d’ indice N e d’ ordine n, il luogo 
de’ punti comuni a due curve corrispondenti è ima linea 
d e I r ordine Mn Nm. 

(a) Per <>/ =: ìY 1 , questo teorema dà I’ ordine della curva luogo delle 
intersezioni delle linee corrispondenti in due fasci projellivi (50). E nel caso 
di m = n = t si ha : 

Se le tangenti di una curva della classe 31 corrispon- 
dono projeltivanienle, ciascuna a ciascuna, alle tangenti 
di un’ altra curva della classe Y, il luogo del punto co- 
mune a due tangenti omologhe è una linea dell’ordine M-i-N, 

(b) Analogamente si dimostra quest’ altro teorema, che può anche con- 
l'hiudersi da quello ora enunciato, in virtù del principio dì dualità: 

Se a ciascun punto di una data curva d’ordine If cor- 
risponde, in forza di una certa legge, un solo punto di 
un’altra curva data dell’ ordine ìY, e reciprocamente, se ad 
ogni punto di questa corrisponde un sol punto di quella, 
la retta che unisce due punti omologhi inviluppa una curva 
della classe JfH-jY. 

84. Data una serie d'indice N e d’ordine n, cerchiamo di quale indice 
sìa la serie delle polari (r)'”'' d’ un dato punto o rispetto alle curve della se- 
rie proposta. Quante polari sifTatlc passano per un punto qualunque , ev. gr. per 
lo stesso punto dato o? Le sole polari passanti pel poto o sono quelle relative 
alle curve della data serie, che s’ incrociano in o,e queste sono in numero 
iV. Dunque: 

Le polari (r)”" di un dato punto, rispetto alle curve 
d’ordine n d’una serie d’indice , formano una serie 
d’ indice e d’ ordine n — r. La nuova serie è projettiva 
alla prima. 

(a) Per si ha : le polari (r)'”'’ di un dato punto rispetto alle curve 

di un fascio formano un nuovo fascio projetlivo al primo (**"). 


(*i Jo^ouiìkes , Théorfmet généraux ete. p. 117. 

I**) DokikUBB, Rnherehes tur let toi* 7111 r/gitieni let lifftut ete. (AniiJlr» de Ckhw^bk , 

(. 18, NtUBCt 1877-38, p. 3»6 ). 
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(b) Ser = n~l,si ottiene il teorema : 

Le rette polari d * uu punto dato rispetto alle curve 
d’ una serie d’ indice N inviluppano una lìnea della clas* 
se iV. 

(c) Ed in particolare, se ^ = 1: le rette polari d^un punto dato rispetto 
alle curve d’ un fascio concorrono io uno stesso punto e formano una stella 
proiettiva al fascio dato. 

8ò. Data una serie dMndìce N e d^ ordine n, ed un punto o, si consi- 
deri r altra serie formala dalle prime polari di o relative alle curve della serie 
data (84). 1 punti in cui una delle curve d'ordine n è segala dalla relativa 
prima (K>larc sono anclie (70) i punti ove la prima curva è toccata da rette 
uscenti da o. Siccome poi le due serie sono projellire , così applicando ad esse 
il te<>rcma generale di JoNQCifeaes ( 83 ), avremo ; 

Se da un punto o si conducono le tangenti a tutte le 
curve d' ordine n dolina serie d' indice iV, i punti di con- 
tatto giacciono in una linea dell* ordine 

Essendo il punto o situalo in N curve della data serie, la curva luogo 
de’ contaiii passerà A volle pel punto medesimo ed ivi avrà per tangenti le 
rette che toccano le jV curve preaccennale. Ogni retta condotta per o incon- 
trerà quel luogo in altri 2A(n~ 1 ) punti, dunque; 

Fra le curve d* ordine n d’ una serie d’ indice N ve 
ne sono 2iV(n— 1) che toc ca no u na re tt a q u a 1 si vog I i a d a t a. 

Se iV = 1 , si ricade nel teorema (49). 

86. Data una serie d’ indice iV e d* ordine n, di quale ordine è il luogo 
di un punto, pel quale una retta data sia la polare rispetto ad alcuna delle 
curve delta serie? Cerchiamo quanti siano in una retta qualunque, ex gr. nella 
stessa retta data, i punti dolati di quella proprietà. I soli punti giacenti nella 
propria retta polare sono quelli ove la retta medesima tocca curve della data 
serie. Onde, pel teorema precedente, avremo: 

il luogo dei polì di una retta data, rispetto alle curve 
d’ ordine n d’una serie indice A, è una linea delP or- 
dine 2iY{n — I ). 

Quando è A=l, in causa del teorema (84, c), un punto a apparterrà 
al luogo di cui si tratta, se le sue rette polari relative alle curve date concor- 
rano in un punto 6 della retta data. Ma, in tal caso, le prime polari di b 
passano per a (69, a); dunque (*): 

Dato un fascio d'ordine n, le prime polari d’uno stesso punto rispetto 
alle curve del fascio formano un nuovo fascio. Se il polo percorre una retta 
fissa, i punti-base del secondo fascio generano una linea dell’ ordine 2 ( n — 1), 
che è anche il luogo dei poli della retta data rispetto alle cune del fascio 
proposto. 

87. Quale è il luogo di un punto che abbia la stessa retta polare rispetto 

ad una data curva C» d’ ordine n e ad alcuna delle curve d’una data se- 

rie d’ ìndice i|f? Per risolvere il problema, cerchiamo quanti punti del luogo 


l*) aObatlKR » 
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richiesto siano cootenuiì in una trasversale assunta ad arbitrio. Sia a un punto 
qualunque della trasversale; A la retta polare di a rispetto a C»,. Il luogo dei 
poli della retta A rispetto alle curve C». è ( 86 ) una linea delP ordine 21f ( m ^ 1 ) » 
che segherà la trasversale in 2J/(m— 1) punti a'. Reciprocamente: assunto 
ad arbitrio un punto à nella trasversale, le rette polari di a rispetto alle curve 
Cn formano (84, b) una curva della classe if, la quale ha lf(n>~1) tan- 
genti comuni colla curva di classe n 1 inviluppo delle rette polari de’ punti 
della trasversale relative a Cn (81, a). Queste Af{n — 1) tangenti comuni 
sono polari, rispetto i Cn, d’altrettanti punti a della trasversale. Cosi ad ogni 
pnnto a corrispondono (m — I ) punti a ed a ciascun punto à corrispondono 
Af ( n 1 ) punti a ; dunque ( 83 ) vi saranno 2 Jf (m — 1)-+*Jf(n — 1) punti a , 
ciascuno de’ quali coinciderà con uno de' corrìspondenli à. Per conseguenza : 

Il luogo di un punto avente la stessa retta polare, 
rispetto ad una data curva d’ ordine n e ad alcuna delle 
curve d’una serie d’indice M e d’ordine m, è una linea 
dell’ ordine Jf(n-+-2m — 3). 

(a) Se la data curva Cn ha un punto doppio d (ordinario o stazionario), 
la retta polare dì questo punto rispetto a C,, è indeterminata (72), onde può 
assumersi come late la tangente a ciascuna delle Jf curve Cm passanti per d. 
Dunque la curva d’ordine il ( n + 2m — 3 ) , che indicheremo con K, passa 
Jf volle per ciascuno de’ punti doppi ordinari o stazionari della curva Cn< 

(b) Sia d un punto stazionario di Cn c sì applichi alla tangente cuspidale 
T il ragionamento dianzi tallo per un’arbitraria trasversale. Se si ridette che, 
nel caso attuale , l’ inviluppo delle rette polari de’ punti di T rispetto a Cn è 
della classe n — 3 ( 8 1 , c ) , talché ad ogni punto a' corrisponderanno Jf ( n ^ 3 ) 
pumi a, si vedrà che la retta r, prescìndendo dai punto d, incontra la curva 
K in Jf (n -f- 2m — 5 ) punti, ossia il punto d equivale a 2Jf intersezioni di 
K t T. Per consegtienza (32) in d sono riuniti 3Jf punii comuni alle linee K e Cn. 

(c) Di qui s’ inferisce che, se la data curva Cn ha ^ punti doppi e x cuspidi, 
essa sarà incontrala dalla linea K in altri J/|n( v}-l-2fn — 3)^29 — 3x j 
punti. Ma questi, in virtù della definizione della linea Jt,sono i punti ove Cn 
è toccala da curve della data serie; dunque: 

In una serie d’indice Jf e d’ordine m ri sono 
Jf{fi(n-H2m~3)~2J — 3x( curve che toccano una data linea 
d’ ordine n, dotata dì d punti doppi e x cuspidi (*). 

( d } Per jtf = m = I si ha : 

11 numero delle rette tangenti che da un dato punto si 
possono condurre ad ii na c iirvad’ ordine n, avente J punti 
doppi e X cuspidi, è n(n^l) — 2J — 3x; risultalo già ottenuto al- 
trove ( 74 , c). 

88. In un fascio d’ ordine m quante sono le curve dotale di un punto 
doppio? Assunti ad arbìtrio (re punti o, o', o" (non siuiati in linea retta), le 
loro prime polaii relative alle curve del dato fascio formano (84, a) ire altri 


{*') BitcMorr, Einige Sàtse Uòer die TangeiUen algebraitrker rurven ( Ciornalr Caklli:*Bor- 
cbardt, t. 56, Berlino 1659, p. 179). <— JonguàsM, Th^rèntet généraitJC He. p. >39. 
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fasci projeiitvi d* ordine m — 1 , ne’ quali si considerino come curve corrìspon* 
denti le polari di o, o\ o" rispetto ad una stessa curva del fascio proposto. 
Se una delle curve date ha un punto doppio, in esso s’intersecano le tre cor- 
rispondenti prime polari di o, o', o" (73). Dunque i punti doppi delle curve 
del dato fascio sono que' punti del piano , pei quali passano tre curve corri- 
spondenti de' tre fasci projettivi di prime polari. 

Ora, il primo ed il secondo fascio, colle mutue intersezioni delle linee 
corrispondenti, generano (60) una curva d'ordine ed un'altra 

curva dello stesso ordine è generata dal primo e terzo fascio. Queste due curve 
passano entrambe per gli (m — 1 pmili-base del primo fascio di polari; ep- 
però esse si segheranno in altri 3(m— -1)^ punti, i quali sono evidentemeiiie 
i richiesti. CJoè: 

Le curve d' ordine m di un fascio hanno 3(m'— 1)^ 
punti doppi. 

(a) Le curve date si tocchino fra loro in un punto o^ talché una dì esse, 

Ctu , abbia ivi un punto doppio (47). Il punto o sia preso nella tangente co- 
mune alle curve dale^ cd o" sia adatto arbitrario. Le prime polari di o re- 
lative alle curve del fascio proposto passano tutte per o^ ivi toccando oo' (71); 
ed una di esse, quella che si riferisce a CÌim ^ punto doppio (72). 

Anche le polari di o passano tutte per o (70); ma fra le polari di o" una 
sola passa per o, quella cioè che corrisponde a (73). 

Le polari di o e quelle di o' generano una curva dell'ordine 2(m— I), 
per la quale o è un punto doppio cd o6 una delle relative tangenti (52, a). 
£ le polari di • con quelle di o" generano un' altra curva dello stesso ordi- 
ne, anch' essa passante due volle per o (51, b). Dunque il punto o, doppio 
per entrambe le curve d’ordine 2(m — 1), equivale a quattro intersezioni. 
In 0 le polari di questo punto si toccano, epperò gli altri punti-base del fa- 
scio da esse formato sono io numero ( vn — 1 )^ — 2. Oltre a questi punti e 
ad 0 , le due curve d' ordine 2 (m— I ) avranno 4 (m— 1)*—4— j(m— 1)^— 2{ 
= 3(m — l)'^—- 2 intersezioni comuni. 

Dunque il punto o, ove si toccano le curve del dato fascio, conta per 
due fra i punti doppi del fascio medesimo. 

(b) Suppongasi ora che nel dato fascio sì trovi una curva €m dotala di 
una cuspide o. Sia o' un punto preso nella tangente cuspidale, ed o" un altro 
punto qualsivoglia. Le prime polari di o rispetto alle curve date formano un 
fascio, nel quale v'ha una curva ( la polare relativa a avente una cuspi- 
de in 0 colla tangente oo' (72). Alla quale curva corrispondono, nel fascio 
delle polari di o', una curva passante due volte per o (78, a), e nel fascio 
delle polari di o", una curva passante per o ed ivi toccante oo' ( 74 , c ). Perciò 
il primo cd il secondo fascio generano una curva d'ordine 2(m— 1), per 
la quale o è un punto doppio (5f,f); mentre il primo ed il terzo (fascio 
danno nascimento ad una curva di quello stesso ordine, passante semplicemen- 
te per 0 ed ivi toccante la retta oo' (51, g). Queste due curve hanno adun- 
que due punti comuni riuniti in o; talché, astraendo dagli (m~l)^ punti- 
base del primo fascio, le rimanenti intersezioni saranno 3(m — 1)^ — 2. 

Ossia: se in un fascio v'ha una curva dotata di una cuspide, questa 
conta per due fra i punti doppi del fascio. 

(c) Da ultimo supponiamo che tulle le curve del fascio proposto passino 
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per Ot cuspide di C„, Sia ancora o iin punto della tangente cuspidale di 

e si prenda o" nella retta che tocca in o tutte le altre curve del fascio. 
Le polari di o |>a$sano per questo punto, toccando ivi oo" ed una fra esse, 
quella relativa a Tin, ha una ciispùle in o colla tangente oo' (71 , 72) Le 
polari di o' passano aneli’ esse per o (70); ma una sola, quella che si riferi- 
sce a CiNjtocca ivi oo' (74,c). E fra le polari di o', soltanto quella che è 
relativa a Cm passa per o,ed invero vi passa due volte (78, a). Donde segue 
che le polari di o ed o" generano una curva d’ordine 2(m — 1), per la 
quale o è un punto doppio colle tangenti oo', oo" (52, a); e le polari di o 
ed o' generano un’altra curva dello stesso ordine^ cuspidata in o colla tan- 
gente oo' (51, c). Pertanto le due curve così ottenute hanno in o un punto 
doppio ed una tangente ( oo' ) comune, ossia hanno in o cinque intersezioni 
riunite (32). Messi da parte il punto o, nel quale tutte le polari del primo 
fascio si toccano, c gli altri (m — 1 )^ — • 2 piinli-hase dei fascio medesimo, 
il mimcro delle rimanenti intersezioni delle due curve d’ordine 2(m— 1) 
sarà 3( m — 1 — 3. 

Dunque il punto o comune a tutte le curve del fascio proposto, una 
delle quali A ivi cuspidata, conta per tre fra i punti doppi del fascio me- 
desimo. 

(d) Applicando il teorema generale (dimostrato al principio del presente 
) al fascio delle prime polari de’ punti di una data retta (77), rispetto 

ad una curva Cn d’ordine n, si ha: 

In tuia retta qualunque vi sono 3(n—2)^ punti, ciascun 
de’ quali ha per prima polare, rispetto ad una data li- 
nea dell’ordine n, una curva dotata di un pnnto tl oppio. 

0 in altre parole, avuto anche riguardo al teorema (78): 

Il luogo dei poli delle prime polari dotate di pnnto 
doppio, rispetto ad una data linea d’ ordine n, ossìa i! 
luogo de’piinti d’ incrociamento di quelle coppie di rette 
die costituiscono coniche polari, è una curva dell’or- 
dine 3 ( n — 2 )*. 

Questo luogo si chiamerà curm Steinerima (*) della curva fondamen- 
tale . 

(e) Se la curva fondamentale ha una cuspide tf, ogni punto della tangen- 
te cnspidalc d polo di una prima polare avente un punto doppio in d ( 78, a). 
Perciò la tangente me<Iesìma farà parte della Steinerìana. 

89. rette polari di nn punto (isso rispetto alle corvè d' un fascio 
passano tutte per un altro punto fìsso (84,c). Se si considera nel fascio una 
curva dotata di un punto doppio d, la retta polare di d rispetto a questa 
curva è indeterminata (72); talclié le l'ette polari di d, relativamente a tutte 
le altre curve del fascio, si confonderanno in una retta unica. Vale a dire: 

1 punti doppi delle enrve d’ un fascio godono della 
proprietà che ciascnn d’ essi ha la stessa retta polare 
rispetto a tutte le curve del fascio. 


Dai nomp dfl grande g;eomrlra altmaimo che pruno, a quanto io no, la Trto roiiovctrc. 
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Di qui ft* ioferifce che ( 86 ) : 

Il luogo dei poli dì una retta rispetto alle curve dì 
un fascio d’ordine m è una linea dell’ ordine 2(m — 1) 
passante pei 3(m— 1)^ punti doppi del fascio. 

E il luogo di un punto avente la stessa retta polare , rispetto, ad una 
data curva Cn e alle curve Cm d’ un fa.scio, è (87) una curva dell’ordine 
n -f- 2m — 3 passante pei 3(m — 1)* punti doppi del fascio. Perfanto qnesii 
punti e quelli ove Cn è toccata da alcuna delle C,n giacciono tutti insieme 
nell’ anzidetto curva d’ ordine n 2m — 3. In particolare : 

Una retta data A toccata da 2(m~1) curve d’ un dato 
fascio d’ordine m. I 2(m — 1) punti di contano, insieme 
coi 3(m~>l)^ punti doppi del fascio, giacciono in una cur- 
va dell’ordine 2(m— 1), luogo dei poli della retta data 
rispetto alle curve del fascio. 

90. Dati due fasci di curve^ i cui ordini siano m ed m^, vogliamo in- 
dagare di qual ordine sia il luogo di im punto nel quale una curva del primo 
fascio tocchi una curva del secondo. Avanti tiilto^ è evidente che il luogo ri- 
chiesto passa per gli m* m,'* punti-base dei due fasci; perchè, se a è un 
punto-base del primo fascio, per esso passa una curva de) secondo, alia qua- 
le condotta la tangente in a, vi è una certa curva del primo fascio, che 
tocca questa retta uel punto medesimo (46). Osservisi poi che una curva del 
primo fascio è toccata dalle curve del secondo in m(m-t-2m, — 3) punti (87); 
laonde quella curva del primo fascio , oltre agli m* punti-base , contiene 
m(m-h2tn| — 3) punti del luogo richiesto, cioè in tutto m ( 2mH-2in) — 3 ) 
punti. Dunque il luogo di cui si tratta è dell’ordine 2 ( ) — 3 ; es- 

so passa non solo pei punti-base dei due fasci, ma anche pei loro 
3 ( m— 1 )^-4-3 (mi — 1 )'^ punti doppi (88), perchè ciascuno di questi equi- 
vale a due intersezioni di una curva dell’ un fascio con una dell’altro. Abbia- 
mo così il teorema : 

Dati due fasci di curve, le une d’ordine m, le altre 
d’ ordine mi, i punti di contatto delle une colle altre so- 
no in una lìnea dell’ ordine 2(m-f-fn,) — 3, che passa pei 
p I) n l i - b a s e e pei punti d o |) p i dei due fasci. 

(a) Suppongasi che le curve dei due fasci siano prime polari relative ad 
una data cuna rondamenlale C» d’ordine n, epperb pongasi m=:m|=:n— >1. 
1 punti-base de’ due fasci sono i poli di due rette (77), talché giacciono 
tutti insieme nella prima polare del pmiio* comune a queste rette medesi- 
me (69, a): vale a dire, i due fasci hanno, in questo caso, una curva co- 
mune. Tale curva comune fa evidentemente parte del luogo dianzi determinalo, 
onde , astraendo da essa, rimane una curva dell’ordine 4(n— I ) — 3~(n— 1 ) 
= 3(n — 2), passante pei punti doppi de’ fasci dati, qual luogo de’ piiuti di 
contatto fra le curve dell’ uno e le curve dell’ altro fascio. Questa curva dcl- 
l’ ordine 3(n — 2) noti cambia, se altri fasci di prime polari sostitniscansi 
ai due dati ; infatti , siccome tutte le prime polari passanti per un dato punto 
hanno altri (n>-t)^— 1 punti comuni e formano un fascio (77, a), cosi, 
se due prime polari si toccano in quel punto, anche tutte le altre hanno ivi 
la stessa tangente. 

Di qui s’ inferisce che la curva lungo de’ punti di contatto fra due prime 
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polari contiene i punti doppi di tutti i fasci di prime polari^ e per conseguen* 
za, avuto riguardo al teorema (78), è anche il luogo dei poli di quelle co> 
nicbe polari che si risolvono in due rette. Cioè: 

Il luogo di un punto nel quale si tocchino due (ep- 
però infìnite) prime polari relative ad una data curva 
d'ordine n, è una linea detl'ordine 3(n~2), la quale 
può anche definirsi come luogo dei punti doppi delle pri- 
me polari, e come luogo di un polo la cui conica polare 
sia una coppia di rette. 

\ questa linea si dà il nome di Bettiana della data curva fondaroeniale , 
perchè essa offre l' interpretazione geometrica di quel cotxiriante che Sylvestcr 
chiamò Bessiano ( dal nume del sig. Hease | , cioè del determinante formato 
colle derivate seconde parziali di una data forma omogenea a tre variabili (*). 

(b) 1 punti in cui si segano le prime polari di due punti o, o' sono i 
poli della retta oo' (77); talché, se le due prime polari sì toccano, la ret- 
ta oo‘ ha due poli riuniti nel punto di contatto. Se adunque conveniamo di 
chiamar congiunti gli (n~l)^ l>oli di una medesima retta, potremo dire: 

L’Hessiana è il luogo di un polo che coincida con 
uno de' suoi poli congiunti. 

(c) Chiamate tndicotrtei di un punto le due rette tangenti che da esso 
ponno condursi alla sua conica polare, si oiiìcue quest' altro enunciato: 

La curva fondamentale e IMlessiana costituiscono in- 
sieme il luogo di un punto, le due indicatrici del quale 
si confondono in una retta unica. 

91. Dati tre fasci di curve, i cui ordini siano m, , m^, in quanti punti 
queste si toccano a tre a tre? I punti in cui si toccano a due a due le cur- 
ve de’ primi due fasci sono (00) in una linea dell’ordine 2(m, — 3; 

ed analogamente il luogo de’ punti di contatto fra le curve del primo e le 
curve del terzo fascio è un’altra linea dell’ordine 2(m( + m3)~3. Le due 
linee Iiaono in comune i punti-base cd i punti doppi del primo fascio, cioè 
m'^i-h3 (m, — 1 punti estranei alla questione, talché esse si segheranno in 

altri ^2 ( m, -H tn^ I — 3^ ^2 (mj -4- ni;; ) — “ (”*** -i- 3 { wi| — 1 

= 4 (m^mj •+■ m^m, mim^) — 6 ( nij m; — 1 ) punti. E questi sono 

evidentemente i richiesti. 

(a) Posto m.; = 1 , si ha: . 

Le tangenti comuni ne’piinli ove si toccano le curve 
di due fasci, i cui ordini siano m, , inviluppano una 

linea della c la s se 4m,m2 — 2(m, -f* m^). 

(b) Se le curve de' due fasci sono prime polari relative ad una data li- 
nea Cn d’ ordine n , onde mi = = n — 1 , i due fasci hanno una curva 

comune (90, a) la quale è dell’ordine n^l, epperò (70) della clas- 


(*) Sylvutir , Oh a theort of thè tyxvfftUc relatiom of lu>o ratic$uU integrai funetions 

t PluloMpliicAl TrantutioBS, voi. 143, {urt 3, Lod4oo 1SS3, p. S4S). 
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se (n— l)(n — 2). È eridenie che questa cum fa pane delP inviluppo 
diaozi aeceDoalo \ talché questo cooterrà inoltre ima curva della classe 
3(n- I )(n — 2), cioè: 

Le tangenti comuni ne* punti di contatto fra te pri- 
me polari relative ad una data curva d’ ordine n invi- 
luppano una linea della classe 3(n— l)(n^2) (*). 


Amr* XW B«il seometrlelàe. 


92. Il completo sistema delle linee d^ ordine m soggette ad 


m (fn “+■ 3 ) 
2 


— 2 


condizioni comuni chiamasi rete geometrica d* ordine m, quando per 
due punti presi ad arbitrio passa una sola linea del sistema » vale a dire, 
quando le linee del sistema passanti per uno stesso punto arbitrario formano un 
fascio (**). 

Per esempio, le prime polari relative ad una data curva d'ordine n for- 
mano una rete geometrica d'ordine n 1 (77, a); anzi, molte proprietà di 
quelle si possono applicare, colle identiche dimostrazioni, ad una rete qual- 
sivoglia. 

Due fasci d' ordine m i quali abbiano una curva comune , ovvero tre enrve 
d' ordine m le quali non passino per gli stessi punti , determinano una rote 
geometrica d'ordine tn (77, a). 

11 luogo di un punto nel quale si tocchino due (epperò infinite) curve 
d' una data rete d* ordine m,è una lìnea dell' ordine 3{m — 1 ). Questa lìnea, 
che può chiamarsi V Bettiana della rete, è anche il luogo de' punti doppi delle 
curve della rete (90, a). 

Le tangenti comuni ne' punti di contatto fra le curve della rete invilup- 
pano una linea della classe 3m(m — 1) (91, b). 

(a) Supponiamo che mite le curve di una data rete abbiano un punto co- 
mune a. Condotta una retta A per a, sia a' il punto di iofinilamenle vicino 
ad a; infinite curve della rete passeranno per a' (cioè toccheranno la retta A 
in a), formando un fascio. E condotta per a una seconda retta /4|, nella quale 
sia a, il punto successivo ad n, vi sarà una (ed ima sola) curva della rete che 
passi per a' e per cioè che abbia un punto doppio in a. Dunque: allorché 
tutte le curve di una rete hanno un punto comune, una di esse ha ivi un punto 
doppio, e quelle che nel punto medesimo toccano una stessa retta formano im 
fascio. 

(b) Suppongasi in secondo luogo che tutte le curve di una data rete ab- 
biano un punto comune a ed ivi tocchino una stessa retta T. Condotta una retta 
A ad arbitrio per a, vi saranno infinite curve della rete passanti pel punto 
di A successivo ad a, e tali curve formeranno un fascio. Ciascuna di esse è 


(*) SritiNiR, t. c. r* 

(**) MOmor, /. e. p. 266. — STMViut, l. r. p. 5. 
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incoiiirala si da T che da A io dii«; piiDti riitnìu in cioè per es&e questo 
pimlo è doppio j talché quel fascio non cambia coi imitarsi della retta A iotomu 
ad a. Fra le curve del fascio, due sono cuspidate in a (48), ed una di que- 
ste ha per tangente cuspidale la retta J. Ed invero qucst^ ultima curva è in- 
dividuata dal dover incoiiirare T in tre punti ed A in due punti, tutti coinci- 
denti in a. 

93. Date tre curve C, C', C", gli ordini delle quali siano rìspeUivainente 
m, fn', tn'^, projKmiamoci di determinare il luogo di un punto le cui rette po- 
lari, rispetto a quelle curve, concorrano in uno stesso punto; os^ia, con al- 
tre parole (69, a), il luogo di un punto nel quale si seghino le prime polari 
di uno stesso punto relative alle curve date. A tal uopo procederemo cosi : pei 
un punto 0 fissato ad arbitrio si conduca una retta £. e si determinino ì punti 
dolali delta proprietà che in ciascun d' essi concorrano le prime polari di uno 
^tesso punto di L; indi, fatta girare questa retta intorno ad o, si otterranno 
tult* i punti del luogo richiesto. 

Le prime polari de' punti di L ris|>elto alle curve C, C formano due 
fasci proiettivi (77), onde le curve corrispondenti, cioè le polari di uno stesso 
punto di £, si segheranno ne’ punti dì una curva K dell’ ordine m -t- m' — 2 
passante pei punti delle basi de' due fasci. E qui si noli che la base del primo 
fascio è formala dagli (m — 1 punti ne' quali la prima polare di o rispetto 
a C sega la prima polare di un altro punto qualunque di L rispetto alla curva 

medesima. Cosi abbiamo oitcmiio la curva A" , luogo di un punto pel quale 

passino le prime polari, relative a T e C’ , di uno stesso punto di L. 

Ogni retta L condotta pel punto fisso o individua una curva A . Di tali 

curve K ne passa una sola per un punto qualunque p. Infatti, se per p de- 
vono passare le prime polari relative a C e C'^ il polo sarà l'intersezione p 
delle rette polari di p (69^ a) ; il punto p' determina una retta L passante 

per o, e questa individua la curva A" passante per p. Dunque, variando L 

intorno ad o, la curva K' genera un fascio (41). 

Ora, se alla curva C si sostituisce 6*", la retta L darà luogo analoga- 
lueute ad una curva K" d'ordine m h- m" — 2^ la quale passerà per gli 
stessi (m— 1 )* punti-base del primo fascio, che ha servito per generare an- 
che K\ Variando L intorno ad o, le corrispondenti curve K" formano un fa- 
scio. 1 due fasci formali dalle curve A", A " sono projeilivi fra loro , perchè 

ciascun d' essi è proiettivo al fascio di rette L passanti per o. Laonde quei 

due fasci, l’imo delF ordine mn-m' — 2, l'altro dell'ordine m-+-m •— 2, 
genereranno una curva dell' ordine 2m-Hm'-4>m" — 4 (60). Siccome però due 
curve corrispondenti A', A' hanno sempre in comune (m— 1)* punti situati 
in una curva fìssa dell' ordine m'— 1 (la prima polare del punto o rispet- 
to a 6' ) , così gli altri ( m -r- m' — 2 ) ( m »i ' — 2 ) — { m — 1 )* 

= m m" -t- m"m mm' — 2( m -+-m' •+- m'' ) -f* 3 punti comuni alle omologhe 
curve A, A" genereranno una curva dell’ordine 2m-f-m' m" — 4 — (m — 1 ) 
= m -4- m' + m" — • 3 (60, a). E questo è evidentemente il luogo richiesto. 

Questa curva si chiamerà la ioco6tarui delie tre curve date (*). 


SVLVMTKK, /■ C. p. SIG. 
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Se le (re curve date passano per uno stesso punto a, le rette polari di 
questo passano per esso medesimo j dunque , se le curve CfCyC*' hanno pun- 
ti comuni a tutte e tre, questi sono anche punti della loro Jacobiana. 

Se una delle curve date, per esempio C"» ha un punto doppio dj la 
retta polare di questo punto rispetto a C" è indeterminata (72), onde può 
rìsguardarsi come tale la retta che unisce d alP intersezione delle rette po- 
lari di questo punto relative alle altre due curve C, C. Dunque la Jacobiana 
passa pei punti doppi delle curve date. 

9i. Suppongasi m" = m, cioè due delle curve date siano dello stesso 
ordine. In tal caso la Jacobiana non si cambia , se a quelle due curve se ne 
sostituiscono due altre qualunque del fascio da esse determinalo. 11 che è 
evidente , perchè la Jacobiana è il luogo di un punto pel quale passino le tre 
prime polari d'uno stesso polo; e d'altronde le prime polari d'uno stesso 
polo rispetto a tutte le curve d' un fascio formano un nuovo fascio (84, a), 
cioè passano per gli stessi punti. 

Nel caso attuale, la Jacobiana ammette una seconda definizione. Se p è 
un punto di essa, le rette polari di p rispetto alle tre curve date concorrono 
in uno stesso punto p. Ma p è il punto pel quale passano le rette polari di 
p rispetto a (utie le curve del fascio {CC') ( 84, c); cioè la retta polare 
di p rispetto a C sarà anche retta polare dello stesso punto relativamente ad 
una curva del fascio anzidetto. Onde può dirsi che la Jacobiana delle curve 
date è il luogo di un punto avente la stessa retta polare rispetto a C e ad 
alcuna delle curve del fascio ( CC' ) ; il qual luogo abbiamo già investigalo 
altrove (87). 

95. Supponiamo m = m' := m", cioè le curve date siano tulle e tre dello 
stesso ordine m. Siccome a due qualunque di esse se ne ponno sostituire ( 94 ) 
due altre del fascio da quelle due determinalo, cosi alle tre date se iie po- 
tranno sostituire ire qualunque della rete (92) individuata dalle curve date 
( purché non appartengano ad uno stesso fascio ) , senza che la Jacobiana sia 
punto alterala. Onde, data una rete di curve d'ordine m, il luo- 
go di un polo, le cui rette polari rispetto alle curve del- 
la rete concorrano in uno stesso punto, è una linea d'or- 
dine 3(m — 1), passante pei ptintì doppi delle curve me- 
desime (93). Perciò, nel caso di cui si tratta, la Jacobiana coincide col- 
)' Hessiana della rete (92). Abbiamo cosi un' altra definizione dell' Hessiana 
di una data rete geometrica. 

Vogliamo ora esaminare più davvicioo il caso nel quale le curve della 
rete si seghino tutte in uno stesso punto dato, ed anche quello io cui le cur- 
ve medesime si tocchino nel punto comune. Nel primo caso possiamo supporre 
che una delle tre curve individiianli la rete sia quella per la quale il punto 
dato è un punto doppio; e nel secondo caso potremo assumere quella curva 
che nel punto dato ha una cuspide ed ivi tocca la tangente comune a tutte 
le curve della rete (92, a, b). 

96. Siano date adunque Ire curve C, C, C" dello stesso ordine m , 
aventi im pimio comune, il quale sia doppio per una di esse, ; in quel 
punto si collochi il polo o, del quale abbiamo fatto uso (93) nella ricerca 
generale della Jacobiana. 

(a) Le prime polari del punto o rispetto alle curve C, C passano per 

IO 
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0 , onde por questo punto passerà anche la curva K , qualunque sia la retta 
L a cui currisponde ( 93 ). 

La curva A" corrispondente ad una data retta L rimane la stessa , se 
alle curve C, C sostituiscousi due curve qualunque del fascio determinalo da 
quelle. Sostituendo a T la curva C* tangente in o alla retta L > le prime po- 
lari di lutici punti di L relative a C" passeranno per o (70). Per o passa 
anche la prima polare di o relativa a C; quindi la tangente in o alla cur- 
va K’ sarà la reità che ivi tocca la prima polare di o rispetto a C"(51»a), 
ossia la retta l. Dunque: quando le curve C, C sono dello stesso ordine e 
passano per o, anche la curva K' passa per o ed ivi tocca quella retta L a 
cui essa corrisponde. 

(b) Essendo o un punto doppio per la curva C\ le prime polari, rela- 
tive ad essa , di tuli' i punti della retta L passano per o ed ivi toccano una 
medesima rena L\ la coniugata armonica di L rispetto alle due tangenti di 
C* nel punto doppio (7 4, c). 

La curva A ’ ( 03 ) è generata da due fasci proiettivi , V imo delle prime 
polari de' punti di L rispetto a C", 1' altro delle prime polari de' medesimi 
punti rispetto a C Le curve del primo fascio hanno in o una stessa tangen- 
te L\ E alla curva del secondo fascio che passa per o, cioè alta prima po- 
lare di 0 rispetto a C, corrisponde la prima polare di o relativa a C\ ossia 
quella curva del primo fascio per la quale o è un punto doppio. Per conse- 
guenza, qualunque sia la retta £, la curva K" generata dai due fasci ha 
ili 0 un punto doppio (61,b). Inoltre, quando L sia ima delle laugenlì di 
C" nel punto doppio (51, d), ovvero quando t sia langcnie in o alla curva 
C, nel qual caso anche le curve del secondo fascio passano per o (52, a), 
in entrambi questi casi, dico, la retta L è una delle tangenti a K' nel pun- 
to doppio 0 . 

Dunque: se C e C hanno un punto comune o che sia doppio per C\ 
la curva K’ relativa ad una data retta L (passante per o) ha un punto dop- 
pio in 0 ^ cd Z, è una delle due relative tangenti, ogniqualvolta essa sia tan- 
gente in 0 ad una delle due curve date. 

(c) Così ahhiamo veduto che, nel caso preso in considerazione , il punto 
0 appartiene a tulle le curve A" relative alle rette L condotte per esso (a) 
ed è doppio per nule le curve K' corrispondenti alle rette medesime (b). 
Dunque j 52 ) o sarà un punto triplo per la complessiva curva d' ordine 
4(m— 1) generala dai due fasci projellivi delle K' e delle A' (93). Ma 
di questa curva complessiva fa parie la prima polare di o relativa a C, la 
quale prima polare passa ima volta per o; dunque questo punto è doppio per 
la curva rimanente d'ordine 3(m — 1), cioè per la Jacobìana. 

Le rette L sono tangenti (a) alle relative curve A'; dunque (52) le 
tangenti alla curva risultante d'ordine 4(m — 1) nel punto triplo o saranno 
quelle rette L che toccano anche le relative curve A". Ma L tocca la cor- 
rispondente A' (h) quando è tangente a To a C* ^ epperò le tre tangenti 
nel punto triplo sono la tangente a C c le due tangenti di C. Di queste Ire 
rette, la prima è tangente (71) alla prima polare di o relativa a C\ dunque 
le altre due sono le tangenti della Jacobiana nel punto doppio o. 

Cosi po.csiamo concludere che : 

(d) Data una rete di curve passanti per uno stesso 
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la rete, per la quale o è un punto doppio, • 

97. Passiamo ad esaminare il caso in cui il punto o, comune alle ire 
curve Cy Cy C\ sia una cuspide per P ultima di esse, e la tangente cuspi- 
dale T tocchi in 0 anche C e C . 

(a) Le curve Cy C avendo in o la stessa tangente, all' una di esse può 
sostituirsi quella curva del fascio (CC) che ha un punto doppio in o (47)j 
onde questo punto sarò doppio per K'y qualunque sia L (96,b). Ed inoltre, 
quando L coincida con T, questa retta sarà una delle tangenti nel punto dop- 
pio per la corrispondente curva K\ 

( b) Essendo o una cuspide per Cy le prime polari, relative a questa curva^ 
di lulP i punti di L passano per o ed ivi toccano T (74,c)j e fra esse ve 
n'ha una , la prima polare dì o, perla quale questo punto ò una cuspide e T 
è la relativa tangente' cuspidale. Inoltre, la prima polare di o rispetto a C passa 
ancb' essa per o ed ivi tocca la medesima retta T. Dunque (51, e), qualun- 
que sia Ly la curva K' ha una cuspide io o, e la tangente cuspidale è T. 

Ma se L coincide con T, le prime polari de' punti di L relative a C" 
hanno un punto doppio in o (7S,a), mentre le prime polari de’ medesimi 
punti rispetto a C passano semplicemente per o (70); ond' è che quella cur- 
va K'y che corrisponde ad L coincidente con r, ha un punto triplo in o (53). 

(c) Così è reso manifesto che le curve K' hanno in o un punto doppio, 
mentre le curve K" hanno ivi una cuspide, e f è la comune tangente cuspi- 
dale. Ne consegue (53) che o è nn punto quadruplo per la complessiva cur- 
va d'ordine 4(m — 1) generata dai due fasci projeitivi delle K'y K'y e che 
due de' quattro rami passanti per o sono ivi toccali dalla retta T. Gli altri 
due rami sono toccali in o dalle tangenti della curva K corrispondente a quel- 
la curva K" che ha in o un punto triplo (53, a). La curva K’y per la qua- 
le o è un punto triplo, corrisponde ad L cnmcìdenle con T (b), epperò 
corrisponde appunto a quella curva K che ha un ramo toccato in o dalla 
retta T (a). Dunque tre delle quattro tangenti nel punto quadruplo o della 
curva complessiva d'ordine 4(m— 1) sono sovrapposte in T. 

La curva d'ordine 4(m'— l)è composta della Jacobìana delle tre curve 
date c della prima polare di o rispetto a C Questa prima polare passa una 
volta per o ed ivi ha per tangente 7*; dunque la Jacobiana passa tre volte 
per 0 e due de' suoi rami sono ivi toccati dalla retta T. Ossia: 

(d) Data una rete di curve aventi un punto comune o 
ed ivi la stessa tangente T, la curva Hessiana della re- 
te ha tre rami passanti per o, due de' quali sono ivi tan- 
genti alla retta T. 

98. Supposte date di nuovo tre curve T, C'y Cy i cui ordini siano ri- 
spellivamcDte m , m', m", cerchiamo di quale ordine sia il luogo di un punto 
nel quale concorrano le rette polari di uno stesso polo rispetto alle tre curve 
date. Sia L una retta arbitraria , t un punto qualunque di essa ; se per t 
devono passare le rette polari relative a C, C , il polo o sarà una del- 
le ( m — I ) ( m' — 1 } intersezioni delle prime (>olari di i rispetto a quelle 
due curve. Se per o dee passare anche la prima polare relativa a Cy il po- 
lo di essa sarà nella retta polare di o rispetto a questa curva ; e le rette 
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polari degli ( m ~ 1 }{ m' — 1 ) punii o incontreranno L in aliretianii 
punti 

AsmhiIo invece ad arbitrio un punto t' in se per esso dee passare la 
retta polare relativa a C\ il polo è nella prima polare di i" rispetto alla det* 
ta curva; la quale prima polare una curva K delP ordine m"'— 1. Le ret* 
le polari dei punti di A’ relative a C inviluppano una curva della classe 
( m ^ 1 )( m ' — 1 ) (SI ) , ed analogamente le rette polari dei punii di K ri* 
spetto a C inviluppano un’altra curva della classe (m' — l)(m"~l). In 
queste due curve>inviiiippi , a ciascuna tangente dell’ una corrisponde una tan- 
gente deir altra , piirclu) si assumano come corrispondenti quelle tangenti che 
SODO polari di uno stesso punto di K rispetto a T e C'. Dunque (83, a) 
le intersezioni delle tangenti omologhe formeranno una curva dell’ ordine 
( m — t ) ( m" — 1 I -♦- ( m' — l ) ( m " — 1 ) , la quale segherà la retta L in 
altrettanti punti i. 

Cosi a ciascun punto i eorrlspondooo ( m — 1 ) ( m' — 1 ) punti t', men- 
tre ad ogni ponto i' corrispondono ( m — 1 ) ( tu'' — 1 ) -+- ( m' — l ) ( ot" — I ) 

punti t. Onde la coincidenza di due punti omologhi i, i in L avverrà 

( m — t ) ( m' — 1 ) -I- ( m' — 1 ) ( m ' — I ) -♦“ ( m" — 1 ) ( m — 1 ) volte ; cioè 

questo numero esprime I’ ordine del luogo richiesto. Questa curva passa eri- 

denlemente pei punti comuni alle tre curve dale^ ov’ esse oe abbiano. 

(a) Quando le tre curve date siano dello stesso ordine m, ad esse pon- 
no sostituirsi altre tre curve della rete da quelle individuata, senza che venga 
a mutarsi il lungo dianzi considerata. Questo, che in tal caso è dell’ ordine 
3(m — 1)*, pm‘> chiamarsi la 5/etneriana della rete (88, d). 

(b) Data una rete di curve d’ordine m, ogni punto p della curva Hes- 

siana è il polo d’infinite rette polari relative alle curve della rete, le quali 

rette concorrono in uno stesso punto o (95) della Steinoriana. In questo mo- 
do , a ciascun punto delP Hessiana corrisponde un punto della Steìnertana e 
reciprocamente; quindi la retta che unisce due punti corrispondenti inviluppa 
una terza curva della classe 3 ( m— 1 )-+-3 (m— 1 = 3m (m — 1 1 (83, b). 

Ogni retta passante per o è adunque polare del punto p rispetto ad una 
curva delle rete. Del resto, se la retta polare passa pel polo, questo giace 
nella curva fondamentale, che è ivi toccala dalla retta polare medesima. Ne 
segue che la 1*6113 op tocca in p una curva della rete; ma tutte le curve del- 
la rete che passano per p si toccano ivi fra loro (92), dunque ta comune 
tangente di queste curve è op. 


Akt. XVI. Foratole «Il Pi.ìi;caEa. 


99. Data una curva qualsivoglia €n ( fondamentale ) , indichiamo con 

n l'ordine delia medesima, 
m la classe , 

*f il numero de’ punti doppi, 

X il nnmero de’ punti stazionari o cuspidi , 

f il numero delle tangenti doppie, 

i il numero delle tangenti stazionarie , ossia de’ flessi. 
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Siccome m è il numero delle taogenti che da un. punto arhilrario si 
possono condurre alla curva data, così, in vìrld del teorema (74, c) o 
( 87 , d ), si ha : 

1) m = n(n— I) — 2^ — 3* (**) , 

forinola che somministra la classe di una curva, quaudo se ne conosca Por- 
dine e si sappia di quanti punti doppi e cuspidi è fornita. 

Pel principio di dualità, un^ equazione della stessa forma dovrà dare 
Perdine di una curva, quando se ne conosca la classe, il numero delle tan- 
genti doppie c quello delle stazionarie ( 82 ) ; dunque : 

2) n m (m — 1 ) — 2r — 3t, 

100. Siccome ogni punto della curva fondamentale, il quale abbia per 
conica polare il sistema di due rette, è un flesso o un punto multiplo (80), 
così la' curva Hessiana, la quale è il luogo de* punti le cui coniche polari si 
risolvono in coppie di rette (90, a), sega la linea data nei fles.sì e ne' punti 
multipli di questa. Onde, essendo 1* Hessiana delP ordine 3(r} — 2), se la 
curva data non ha punti multipli, il numero de* suoi flessi è 3n(n — 2) (*). 

Supponiamo ora che abbia un punto doppm dy nel qual caso tutte le 
prime polari passano per d. Allora P llessiana della rete formata da queste 
prime polari, che è anche P Hessiana di Cn (90 , a ; 92 ) , passa due volte per 
d ed ivi ha le due langciili comuni colla prima polare del punto stesso 
(96, d), cio^ ha le tangenti comuni colla curva data (72). Dunque il punto 
d equivale (32) a sei intersezioni dcIP Hessiana con CV; ossia ogni punto doppio 
fa perdere a questa curva sei flessi. 

Ora s* imagini che Cn abbia una cuspide d, e sia 7 la tangente cuspi- 
dale. In questo caso tnllc le prime polari relative a Cu passano per d ed ivi 
sono toccate dalla retta T (74, c); epperò P Hessiaua ba tre rami passanti 
per d, due de* quali hanno per tangente T (97, d). Dunque il punto d equi- 
vale ad o/lo iulcrsczioni dell* Hessiana con Cn , ossia ogni cuspide fa perdere 
a questa curva otto flessi (♦*). 

Quindi, se Ch ha punti doppi e x cuspidi, il numero de' flessi ossia 
delle tangenti stazionarie sarà dato dalla formola: 

3) t = 3n(tt — 2) — 6» — 8*. 

E pel principio di dualità , se una curva della classe m ha t tangenti doppie 
ed » tangenti stazionarie, essa avrà 

4) X = 3oi ( m ■— 2 ) — 6t — 8t 
punti slazionari. 

Le quattro equazioni cosi trovale eqtiiralgono però a tre sole indipenden- 


(*) PlOckc*, Svilcm dtr ana/irli*e/ten Geometrie, Berllo I83S> p. 264. — Hisab , l'eber die 
Windepunete der Curven dritter Ordnung < Cion>»ìt di cukilk, I. 29. Brrlino t84i . p. 104). 

(**) Caylkt. HeeJurehe» mr l’éUnination et mr la théorii det eoarbei (Ciomate diCaitLi. 
t. .14, Berlino |»47 , p. 43). 
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li^ infatti, soUraeoJo la 1) iDoItiplicata per 3 dalla 3), si ha la 

6) X — *=:3(n — m), 

equazione che può essere dedotta nello stesso modo anche dalle 3 ) , 4), 

Cosi fra i sei numeri n, m, 3, x, t, t sì hanno tre equazioni indipen- 
denti, onde, dati tre, si possono determinare gli altri tre. Per esempio, dati 
n, 9, X, il valore di r si ottiene eliminando m cd < fra le 1), 2), 3) j e 
si ha: 

6) r — n(n — 2)(n^ — 9) — (23-H3x)(n* — n — 6) 

( 5 — I ) H — — X ( X — I ) 63x. 


Pna formula assai utile si ottiene sottraendo la 2) dalla t) , ed eliminando 
x — ( dal risultalo mediarne la 5): 


7J 


t — r) = (n — m)(n-hm — 9). 


Queste importanti relazioni fra l'ordine, la classe c le singolarità di ima 
curva piana sono stale scoperte dal sig. Pliicker (*). 

101. Se una curva deve avere un punto doppio, senza che questo sia dato, 
ciò equivale ad una condizione', infatti, a tal uopo basta che tre prime |)olarì 
(non appartenenti ad uno stesso fascio) abbiano un punto comune. Invece, se 
la curva deve avere un punto stazionario, senza che questo sia dato, ossia 
se Ire prime polari (non appartenenti ad uno stesso fascio) debbono toccarsi 
in uno stesso punto, cid esige due condizioni. Onde segue che, se una curva 
d'ordine n deve avere 9 punti doppi e x cuspidi, essa sarà determinata (34) 

, fi ( Il 3 ) .. . . w, . ... 1. I •• 

da ■ ^ — <!1— 2x condizioni. L, in nrlù del principio di dualità, 

— ^ ^ ^ j — 2( condizioni deterroincraniio una curva della classe m la 

2 

quale debba essere fornita di r tangenti doppie e di i tangenti stazionarie. 

Perciò, se i numeri n, m, 9, x, r, i competono ad una sola e mede- 
sima curva, dovrà essere: 


8 ) 


. — ^ — 2x = 


in ( m 3 ) 


-r- 2i, 


formota che può dedursi anche dalle 1), 2) .... Ma, ove sìa stabilita a 
priori, come qui si è fallo, essa insieme con due qualunque delle 1), 2), . . . 
potrà servire a somministrare tutte le altre (**'). 

102. Noi prenderemo qnind' innanzi a studiare le proprietà di ima curva 
C„ di un dato ordine n , la quale supporremo affatto generale fra quelle dello 
stesso ordine. Eppcrò, a meno che non si facciano dichiarazioni in contrario. 


(•) TfteorU der aigtò. Curven. p. 211. 
{**1 Salmok. nigher piane cunei, p. 92. 
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la curva fondaiuenlale sarà della classe n(n — 1) ed avrà nessun punto rouU 
liplo, 3n(n — *2) flessi e — 2){n* — 9) tangenti doppie. 

Le prime polari relative a Cn formano una relè delP ordine 1 , P Hes* 
siana della quale taglia Ch ne*3n(n — 2) flessi di questa. La Steinerìana della 
rete ( 98, a), che è anche la Steineriana di T» ( 88, d ), è deir ordine 3 (n — 2)^ 

Amr. .Wll. Car^'o ceneraio dalle polari* quando II polo 
«I muova con leime dola. 

103. Se iin punto, considerato come polo rispetto alla curva fondamen- 
tale Cn , percorre un* altra curva data Cm d'ordine m,la retta polare inviluppa 
una curva A', la cpiaie abbiamo già trovalo (81 ) essere della classe m(n*~-l ). 
Le tangenti che da un punio qualunque o si possono condurre a K sono le 
rette polari degli m(n — 1) punti, ne’ quali Cm ^ intersecala dalla prima po- 
lare di 0 . 

(a) Se 0 ò tal punto che la sua prima polare sia tangente a Cm , due 
rette polari passanti per o sono coincidenti, cioè o è un punto della curva A' 
(30); questa è dunque il luogo geometrico de’ poli le cui prime polari toccano 
Cn,. Qiicsia proprielà cj mette in grado di trovare l’ordine di A', cioè il nu- 
mero de’ punti in cui A' è incontrata da una retta arbitraria L. Le prime po- 
lari de* punti di L formano un fascio (77); onde, supposto che Cm abbia 3 
punii doppi , e x cuspidi , vi saranno m | vn + 2n — 6 ) — ( 2J -t- 3x ) punti in L , 
le cui prime polari sono tangenti a C,n (87, c). Dunque A' è dell* ordine 
m ( m 4- 2n — 5 ) — ( 2? -f- 3x ). 

E poi evidente che le tangenti stazionarie di K sono le rette polari de’ 
punti slazìonari di Cm ; donde segue che A' ha x flessi. 

Conoscendo così la classe, l’ordine ed il numero de* flessi della curva 
Ki mediante le formole di PutCKeii (99, 100) troveremo che essa ha inoltre: 
li' -il 27 

— 6) — (23 + 3x)j — m( 5m-t- 6n— 2! ) -f- 1 0# punti 

doppi, 3m(m-t-n — 4) — (69 + 8x) cuspidi e — 2)(mn — tan- 

genti doppie. 

(b) É manifesto che ogni punto doppio dì è il polo di una prima po- 
lare tangente a C» in due punii distinti; che ogni cuspide di ^ è il polo di 
una prima polare avente con Cm «n contatto Iripunio; e che ogni tangente 

di K è una retta avente o due poli distinti sulla curva Cm, o due poli 
riuniti in un punto doppio di questa curva. 

Siccome le proprietà del sistema delle prime polari (relative a C„) valgono 
l>er una rete qualsivoglia di curve, così da quanto precede sì raccoglie: 

1.®ll numero delle curve d’una rete d’ordine n — 1, 
le quali abbiano doppio contatto con una data lìnea d’or- 
dine m, fornita di 9 punti doppi e x cuspidi, è 

t I -il nj 

-|in(m-t--2n-S) — (2*-t-3x) j -m (fim-t- 6n-2l ) -I- 10»-*-— *. 
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2.** li nnmero delle curve della stessa rete aventi coi> 
l’anzidetla linea d’ordine m un contatto trip liuto è 
3m(m-4-n — d) — (6(J-+-8<) (*). 

(c) Ogni punto della curva A' è polo dì una prima polare tangente a 
Cm'ì onde cnn.siderando le intersezioni delle curve K e Cm, f>ì Ita: 

In una curva Cm delP ordine m, dotata di d punti doppi e di «cuspidi, 
vi sono m"* (m — 6) — m( H- 3x) punti, le cui prime polari relative 
alla curva rondamentale C„ toccano la iiiedesiuia Tm* 

Di qui per m = 1 si ricava : 

In una retta tjiialiinqiie vi sono punti, le cui 

prime polari relative alla curva fondamentale Tn toccano 
la retta ui e d e s t in a. 

Se la retta è tangente a Cn,nel contatto coincidono due di quei — 2) 
poli. Dunque in una retta tangente a Ch esistono 2(n^3) punti, ciascun 
de’ quali è polo di una prima polare laiigentc in altro punto alla retta me- 
desima. 

(d) Se nella ricerca superiore, la curva sì confonde con Cn, la 

linea K si compone evidentemente della Cn nicdesinia e delle sue tangenti sta- 
zionarie^ perchè ogni punto di quella e di queste è polo dì una prima polare 
tangente alla curva fondamentale (71,80). In (al caso, i puuti doppi di K 
sono le intersezioni delle tangenti stazionarie fra loro e colla curva (’n i 1^ 
cuspidi di K sono rapprc<^entate dai flessi di C» , ciascuno contato due volle; 
e le tangenti doppie di A sono te stazionarie e te doppie dì Cn • 

I punti doppi di K sono (b) ì poli d’altrettante prime polari doppia- 
mente tangenti alla curva fondamentale. Ed invero: se o è un punto comune 

a due tangenti stazionarie di questa , la prima polare di o tocca Cn ne* due 

flessi corrispondenti (80); e se o è un punto di segamento di Cn ron ima 
sua tangente stazionaria, la prima polare di o tocca Cn in o (71) e nel 
punto di contatto di questa tangente (80). Sonvi adunque 3»i(n — 2)(n~3) 
prime polari doppiamente tangenti a Cn,i cui poli giacciono in Cn medesima; 

c vi sono altre n(fi — 2)^3n(n — 2) — 1^ prime polari pur doppiamente 

tangenti, i cui poli sono fuori di r». 

(e) La curva K , inviluppo delle polari (n — 1 )"^ de’ punti di Cn, si 
chiamerà l’(n— 11""' polare di Cw 

Facendo m = 1 , troviamo che I’ (n — 1 polare dì una retta cioè 
r inviluppo delle rette polari de^ punti di A, od anche il luogo de’ poli delle 
prime polari tangenti ad R, è una curva della classe n — I e dell’ordine 
2(n — 2), con 3(n — 3) cuspidi, 2(n — 3)(n>-4) punti doppi cd 
{n-2)(n-3) . 

2 tangenti doppie; cioè: 

Vi sono 3(n — 3) prime polari, per le quali una data 
retta R è una tangente stazionaria; 2(n~3)(n — 4 ) prime 
polari, per le quali R è una tangente doppia; ed inoltre 


^*) Bivcnorr f /. C. f. I74-I76. 
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"(n — 2){n — 3) rette, ciascuna delle quali Ita due poli in R. 

(f) Se I* (n— 1 )"*" polare della reità R passa per un dato punto o, 
questo è il polo di una prima polare tangente ad R (e); talchi se T (»—l )"*" 
polare varia girando intorno al punto fìsso o, la retta R invilupperà la prima 
polare dì o. Cosi abbiamo due definuiuni delia prima polare di un punto: 

La prima polare di un punto o è il luogo de' poli le 
cui ( n — I I" "■ polari s'incrociano in o, ed ò anche l’invi- 
luppo delie rette le cui (n — 1)"*'' polari passano per o. 

104. Supposto che un polo p percorra ima data curva Cui d’ordine m, 
avente if punti doppi c x cuspidi, di qual indice la serie (34) generata 
dalla polare (r)'’*” di p rispetto alla linea fondamentale Cn» e quale ne sarà 
1' inviluppo? 

(a) Se la polare (r)’'"’ di p passa per un punto o, il polo sarà nella 
polare (« — rj"'" di o (69, a), cioi^ sarà una delle rm intersezioni di que- 
sta polare colla proposta curva Tw Dunque per o passano rm polari (r)”’" 
di punti situati in fw, , cioè le polari (r)""’ de’ punti di C«» formano una se- 
rie d’ indice rm. 

(I>) Se |’(n — polare di o tocca in un punto r« , avremo in o 
due (r)'’*' polari coincidenti, ossia o sarà un punto della linea inviluppata 
dalle curve della serie anzidetla. Dunque : 

L' inviluppo delle polari (r de' punti di una curva 
CiH ^ anche il luogo de' polì delle polari (n — r)"’^ tangen- 
ti a C. 

(c) Quale è l’ordine dì questo luogo? Ovvero, quanti punti vi sono in 
una retta arbitraria £, le polari (n — r)'"*’ de' quali tocchino 0»,? Le polari 
(n — r)'"*' de’ punii di una retta L formano (a) ima serie d’ordine r e d’in- 
dice n — r j epperò ( 87 , c) ve nc sono (n — r)jm(m-+>2r — 3|— (2?-t»3x)j 
che toccano r« . Donde segue che : 

L’ inviluppo delle polari (r)"'^ de* punti di una curva 
d’ordine m , dotata di 3 punti doppi e x cuspidi, è una 
lìnea dell’ ordine (n — r)lm(mH-2r — 3 ) — (2J-*-3x)j. 

Questa linea si denominerà polare (r)*"^ della data curva €m rispetto 
alla curva fondamentale C» (*). 

(d) Fatto r=1 ed indicala con m' la classe di Cut, cioè posto 

m" = m ( m — 1 ) — ( 25 4 - 3x ) ( 99 ) , si ha : 

La prima polare di una curva della classe m', cioè il 
luogo de’ poli delle rette tangenti di questa, è una linea 
de 1 r 0 rd in e m' (n — 1 ). 

Questa linea passa pei punti ove la curva fondamentale è toccala dalle 
tangenti comuni ad essa ed alla curva della classe m. 

Se m' = t , ricadiamo nella defìnizione della prima polare di un pun- 
to (103 , f). 

(e) Posto m = 1 , troviamo che i a polare (r)”*"dì una retta è 


),*) Sratsu, l. c. p. 3-3. 

11 
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una lÌDéa dell* ordine 3(r — l)(n — r). Quindi la prìroa polare di 
una retta ^ dell’ordine ztroy infalli essa è costituita dagli (n — t poli 
della retta data (77). 

Per r = n— 1, si ricade in un risultato già ottenuto (103, e). 

(f) L’ordine della linea polare (r)"'“ di una retta R si può determinare 
direttametile come segue. A tal uopo consideriamo quella linea come luogo 
de’ punti comuni a due curve successive della serie d’ indice r e d’ ordine 
n— r, formala dalle polari (r)”"' de’ punti di R (3^). 

Se a è un punto qualunque di R, le polari (r)”"' passanti per a hanno 
i loro rispettivi poli nella polare (n — r)"'" di a, la quale sega i{ in r pun- 
ti a'. Se invece assumiamo ad arjjìtrio un punto a', la sua polare (r)'"'* sega 
R in n — r punti a\ talché^ riferiti i punti a, a ad una stessa orìgine o, 
fra i scgmcnii oa , oa avrà luogo un’ equazione del grado r in oa' c del 
grado R — r in oa. Il punto a apparterrebbe alla linea cercala, se due delle r 
polari passanti per esso fossero coincidenti. Ma la coudizione perchè 

I' equazione anzidelta dia due valori eguali per oa' è del grado 2 (r—* 1 ) rispet- 
to ai coeflìcicnti della medesima ^ e per conseguenza del grado 2(r — f)(n — r) 
rispetto ad oa. Sono adunque 3(r— l)(n — r) i punti comuni al luogo ri- 
chiesto ed alla retta R; ossia T inviluppo delle polari {r)"'*' de’ punti di una 
retta data è una linea dell’ordine 2 (r — 1 ) (n — r ). 

Le stesse considerazioni si possono applicare, in molli casi, alla ricerca 
dell’ordine della linea che inviluppa le curve d’ una data serie. Per esempio, 
se la serie è d’ indice r e d’ ordine s , e se si può assegnare una punteggiata 
proiettiva alla serie ( cioè se fra le curve della serie e i punti di una retta 
si può stabilire tale corrispondenza che ad ogni punto della rotta corrisponda 
una riirva della serie, e viceversa), l’inviluppo sarà dell’ ordine 2(r~])s. 
Di qui per « = 1 si ricava: 

Se uua curva della classe r è tale che si possa asse- 
gnare una punteggiata proiettiva alla serie delle sue tan- 
genti, l’ordine della curva è solamente 2(r~l). 

(g) Se la polare di una rotta passa per un dato punto o, 

questo è (b) il polo di una polare (r)"'** tangente a quella retta. Dunque: 

La polare (r)'”" di un punto o, ossia il luogo de’ pun- 
ii le cui (n — r)""' polari passano per o,è anche l’invilup- 
po delle rette le polari (n — r)’'"' delle quali contengono 
il punto 0 . 

Così le polari de’ punti e delle linee sono definite in doppio modo, e 
come luoghi e come inviluppi. Egli è appunto in questa doppia definizione 
che sembra risiedere il segreto della grande fecondità della teoria delle cur- 
ve polari. 

(h) La polare (r)"*" di una curva C tocchi un’altra curva C nel punto 
0 . In o quella polare toccherà la potare (rr"‘' di un punto o' di C; c vice- 
versa (b) in o' la curva C sarà toccata dalia polare (n — r)”"’ di o. Ma la 
polare (r)'"“ di o tocca in o anche C'j dunque la |H>lare (n — r)""’ di a 
toccherà in o la polare (« — r)”*® di C'; ossìa: 

Se la polare (r)*”" di una curva C tocca un’ altra cur- 
va C'i reciprocamente la polare (n — r)”® di C tocca C. 

(k) Una retta R sia V (r— l)""* polare di un punto o rispetto 
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air (n — polare di un altro punto o\ orrero, ciò che è la medesima 
cosa (G9,c),la polare ( n r)*"" di o' rispetto alla polare (r— 1)"'" di o. 
Se R varia ed inviluppa una curva qualunque C, restando fìsso il punto o', 
il luogo del punto o sarà (d) la prima polare di C rispetto alP (n — r)""* 
polare di o'.Se invece resta fìsso il punto mentre R inviluppa la curva 
il luogo di o' sarà la prima polare di C rispetto all* (r t polare di o'. 
Dunque : 

Se la prima polare di una curva C rispetto ali*(r*~l 
polare di un punto o passa per un altro punto o', la pri- 
uiu polare di C rispetto ali’ (n~r)”^ polare di o' passerà 
por o; c viceversa. 

105. L’(n — 1)"'“ polare di una curva Cm d’ordine m ò (81) una 
linea K delia classe m(n—l). Reciprocamente, la pririia polare di K sa- 
rà ( 104, d) una linea dell* ordine m|n — 1 )^. Questa linea comprende in sè 
la data curva r»,, perché A* è non solo V inviluppo delle rette polari dei punti 
di Cw^tna anche il luogo de* poli delle prime polari tangenti a Cm (103, a). 
Dunque, allorché un punto o percorre la curva C«i, gli altri (n — 1 )■* — t 
|H)li della retta polare di o dcsci iveratino una linea delP ordine m(n — 1)^ — m 
= mn (n — 2) . 

A questo risultato si arriva anche cercando la soluzione del problema : 
quando un punto o percorre una data linea, quale è il luogo degli altri poli 
della retta polare di oP 

Supposto dapprima che la data linea sia una retta A ^ cerchiamo in quanti 

punti essa seghi il luogo richiesto. Siccome ( 1 03 , e ) vi souo ~ ( n — 2 ) ( n — 3 ) 

rette, ciascuna delle quali ha due poli in R^ cosi gli (n — 2)(n — 3) poli 
di tali rette sono altrettanti punti del luogo. Inoltre ricordiamo (90, b) che 
in ogni punto dell* Hessiana coincidono due poli d* una medesima retta, talché 
le 3(n^2) intersezioni dell’ Hessiana con R sono comuni a) luogo di cui 
si tratta. Questo luogo ha dunque (n — 2)(r> — 3)-f*3(n — 2) punti co- 
muni con Ry vale a dire, esso è dell* ordine n(n~2). 

Se invece è data una linea Cm dell* ordine m, assunta un’arbitraria retta 
Rf cerchiamo quante volle avvenga che una stessa retta abbia un polo in R 
ed un altro in I poli congiunti ai punti di R sono, come or si é dimo- 
stralo, in una linea dell* ordine n(n — 2), la quale sega Cm io mn(n — 2) 
punti. Dunque vi sono mn(n — 2) punti in Cm, ciascun de’ quali ha un polo 
congiunto in R-, ossia: 

Se un polo descrive una curva d’ordine m, il luogo 
degli altri poli congiunti è una linea dell’ordine mn(n — 2). 

106. Imaginiaroo un polo che si muova percorrendo una data curva Cm 
d’ordine m; quale sarà il luogo delie intersezioni delia prima colla seconda 
polare del polo mobile, rìspello alla curva fondamentale Cn? Assunta una retta 
arbitraria R, se per un punto i di essa passa una prima polare, il polo giace 
nella retta polare di t; questa retta sega T» in m punti, le seconde polari dei 
quali incontreranno R in m(n — 2) punti t'. Se invece si assume ad arbitrio 
in R un ponto t' pel quale debba passare una seconda polare, il polo sarà 
nella conica polare di i' , che taglia t'm ÌQ 2m punti; le prime polari di questi 
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determìoano in lì 2m(n~ 1 ) punii t. Cosi Tediamo che ad ogni punto i cor- 
rispondono m(n^^) punii i', mentre ad ogni punto t' corrispondono 1 ) 

punti t j talché ( 83 ) vi saranno (in ) m ( n — 2 )-4-2m (n— t ) = m ( 3n — 4 ) 
plinti t, ciascun de’ quali coincida con uno de" corrispondenti i' ; cioè il luo- 
go richiesto è una curva U dell’ ordine m(3n~4). Evidente- 
mente questa curva tocca Cn negli mn punti comuni a Cm ^ Cut perchè in 
ciascuno di questi punti le polari prima e seconda sì toccano fra loro e toc- 
cano C„ (71 ). 

Inoltre, siccome per un Desso della curva fondamentale passa la prima e la 
seconda polare di ogni punto della relativa tangente stazionaria (80), cosi la curva 
V passerà pel Desso di Cn tante volte quanti sono i punti comuni a 6^ ed 
alla tangente stazionaria. Dunque ia curva U passa m volle per ciascuno dei 
3n(n — 2) Dessi di r„ (*|. 

(a) Se C,n coincide con Cn, la linea U contiene manifestamente due volte 
la curva fondamentale j prescindendo da questa, rimarrà una nirra deli’ ordine 
3n(n — 2), per la quale i Dessi di Cn ^nno punti (n~2|'''\ Dunque, se 
un polo percorre la curva fondamcnlalc , gli (n — l)(n — 2) — 2 punti in 
cui si segano le polari prima c seconda generano una linea dell’ ordine 3u(u — 2 ), 
avente n — 2 branche passanti per ciascun Desso di Cn, una delle quali ha 
ivi con Cn un contatto triptmlo. fi che riesce evidente, considerando che ogni 
tangente stazionaria della curva fondamentale ha con questa n — 2 punti co- 
muni, cioè il flesso ed n 3 intersezioni semplici. 

(b) Analogamente si dimostra che, se il polo percorre la curva Co» le 
ìiilcrsezioni delle polari (r)"'" ed (s)”"* descrivono una linea dell’ ordine 
mn(r H-5) — 2mr«, la quale tocca la curva fondamentale ne’ punti comuni a 
questa ed a Cm- É da notarsi che il numero mn (r -t- s) 2mr5 non cambia 
sostituendo n — r, n — s ad r, $. 


XVIII. Appllcamlone alle carve* di acoantl* ordine. 


107. Se ne’ teoremi generali suesposti si fa n = 2, si ottengono i più 
interessami risultati per la teoria delle coniche. 

Dato un polo o net piano della curva fondamentale C^ di second’ ordine , 
il luogo del punto coniugato armonico di o, rispetto alle due intersezioni della 
curva con una trasversale mobile intorno ad o, è la retta polare di o (68). 
.Se la polare di o passa per un altro punto o', viceversa (CO, a) la polare di 
o' contiene o; ossia mite le rette passanti per un punto dato hanno i loro poli 
nella retta polare di questo punto, e reciprocamente tult’ i punti di una data 
retta sono poli di rette tiicrocianlisi nel polo della data. 

Siccome ogni [itinlo lia una determinata retta polare , e viceversa ogni retta 
ha tm polo unico, cosi i punti di una retta costituiscono una 
punteggiata projettìva alla stella formata dalle loro ri- 


(* Ci-tucH, r<6er eine Ciane ton Kti»m‘N(j/iosj;>ro(p/cmfn und iiber einige Punkte der 
Thtorie der Polaren Gioriialf C«kllk-Boiicii*»i>t , t. SS. Serlino iSS], p. 379). 
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speUive polari. Donde segue che il rapporto anarmonico di quattro rette 
dircrgenli da no piloto è eguale al rapporto anarmonico dei loro poti (* (••) ^). 

La retta polare di un punto o sega la conica fondamentale ne’ punti in 

cui questa è toccala da rette uscenti da o (70). 

Considerando la conica fondamentale come una curva di seconda classe, 
se da un punto qualunque di una retta data sì tirano te due lacgenli alla 
curva, la retta coniugala armonica della data, rispetto a queste due tangenti, 

passa per un punto fìsso ( 82 ) che è il polo della retta data. 

Due figure, runa delle quali contenga i poli e le polari delle rette e 
dei punti deir altra, dìconsi polari reciprocht. Sui pochi prìncipii or dichiarati 
si fonda il celebre metodo di roNCEier per passare dalle proprietà del* 

r una a quelle dell’ altra figura. 


t08. Due punti o, o', T un de’ quali 
giaccia Della polare deli' altro, diconsi 
poti coniu^nlt, 1.6 inQnile coppie di poli 
coniugali esisteoii in una irasrersaie for* 
mano un* invohizioiic (quadratica), ì cui 
punii doppi SODO te ioteisezioni detta co< 
Dica colla irasversaie i cioè i punti della 
conica fondamentale sono coniugali a ti 
medesimi. 


Le polari di due poli coniugali , ossia 
due rette passanti ciascuna pel polo del* 
l’altra, dìconsi eoniagaU. Le infiiHle cop* 
pie di polari coniugale passanti per uno 
stesso punto dato foxiiano un' involuzione 
(qiiadraiica ) , i raggi doppi delia quale 
sono le laitgenti ebe dal punto dato si 
jK>ssono condurre alla conica; cioè le tan- 
genti dì questa sono rette coniugate a sè 
medesime. 


(a) Due poli coniugali ed il polu della retta che li umsce (ovvero due 
rette coniugate e U {Ktlare del puuto ad esse comune) individuano uu triangolo 
(o un trilatero), nel quale ciascun iato è la polare del vertice opposto. Sif- 
fatto triangolo o trilatero dicesi coningaio alla conica data. 


(b) Se da un punto p si conducono 
due trasversali a segare la conica data 
ne’ quattro punti 6e , od , e se ^ , r souo 
le intersezioni deile coppie di mie (ca, &d), 
{aby cd)y la retta qr sarà Li polare del 
punto p; anzi nel triangolo pqr ciascun 
vertice è )K>Io del lato opposto. Ciò è una 
immediata conseguenza della proprietà ar- 
monica del quadrangolo completo abed (5). 
Dunque tutte te coniche circoscritte a que- 
sto quadrangolo suno ccniugaie al irian* 
goto formalo dai punti diagonali pi^r. 


(b' ) Se per due punti di una data retta 
P si Itraiio quailro tangenti £7C, AD alla 
conica dall, c se ^ sono le rette pas- 
sami per le coppie di punti (C.f , IÌD ) 
Cl))y il punto QÌì sarà il polo delta 
retta Pi anzi nel trilatero PQR ciascun 
iato è la polare del vertice opposto, come 
segue imiQcdiatameQte dalla proprietà ar- 
monica del quadriiaiero completo ABCD 
(5). Dunque tutte le coniche inscritte nel 
quadrilatero sono coniugate al trilatero 
formalo dalle diagonali PQR. 


(c) In generale (89), se un punto ha la stessa retta polare rispetto a 
due curve d’ un fascio , esso è doppio per una curva del fascio tuede^^imo. Ciò 
torna a dire che due coniche non amuieliuno alcun triangolo coniugalo comu- 
ne^ oltre quello che ha i vertici ne’ tre punti doppi del fascio da esse deter- 
minalo ; ossia i punti diagonali del quadrangolo completo formato dai punii 
comuni a due coniche, e le rette diagonali del quadriiaiero completo formalo 


(*) CI4SLKS, ilénurìrt de géomHrie tur deux prineipet gén^raux de la teitmrt tic. ( M*aoi- 
r«s corrono^ fsr I' Arsaétnir R. He BnivHIn, I. 1 1 , l$37, i>. &S2 |. 

(••) PoscBtKT, Traili det propri^tt projeetive» det /lijures, pjris 1822, p. 122 . — .WAnoi- 
r« sur la Ùtèorie det polairet réciproques i,CHiraai« di Caki.LK, t. 4 , ficrtmo IH29, p. i ). 
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dalle langenlì roimini alle stesse coniche sono i vertici e i lati dell’ unico 
triangolo coniugalo ad entrambe le curve. 

(d) Il teorema di Pascal relativo ad un esagono inscrìtto in ima co- 
nica ( 45 , c ) , se si assume il secondo vertice ìnfìoilaroentc vicino al primo , 
ed il quinto al quarto, somministra la seguente relazione fra qnatiro punti di 
lina conica e le tangenti in due di essi: 

Se un quadrangolo è inscritto in una conica , le tangenti in due vertici 
concorrono sulla retta che unisce due punti diagonali. 

Donde si conclude facilmente che le diagonali del quadrilatero formato 
da quattro laugcnli di una conica sono i lati del triangolo avente per vertici 
ì plinti diagonali del quadrangolo formato dai quattro punti di contatto. 

(c) Se di un quadrangolo completo aòcd sono dati ì tre punti diagonali 
pqr cd un vertice a, il quadrangolo d determinato ed unico. Infatti, il verti- 
ce 5 è il coniugato armonico di a rispetto ai punti in cui pr segauo 
or; ecc. Dunque le coniche passanti per uno stesso punto a e coniugale ad 
mi dato triangolo p^r formano un fascio , ossia (92): 

Tutte le coniche coniugate ad un dato triangolo for- 
mano una rete. 

(f) Le curve di questa rete che divìdono armonicamente un dato segmen- 
to oo' Ninnano un fascio. Infatti, se i è un punto arbitrario, tulle le coniche 
della rete passanti per t hanno altri tre punii comuni , epperù incontrano la 
retta oo' in coppie di punti in involuzione (49). Ma anche le coppie di punti 
che dividono armonicamente oo' costituiscono un’involuzione (25, a), e le 
due involuzioni hanno una coppia comune di punti coniugati; dunque per • 
passa una sola conica della rete, la quale sodisfaccia alla condizione richie- 
sta, c. d. d. In altre parole, la rete contiene un fascio di coniche, rispetto 
a ciascuna delle quali ì punti oo sono poli coniugali. 

In una rete due fasci hanno sempre una curva comune; dunque, se sì 

cerca la conica della rete rispetto alla quale il punto o sia coniugalo si ad o' 

che ad o", cioè o abbia per polare o'o", il problema ammette una sola solu- 
zione; vale a dire: vi è una sola conica, rispetto alla quale un dato triangolo 
sia coniugalo, e un dato punto sia polo di una data retta. 

(g) Siano pqr , p'qr' due triangoli coniugali alla conica fondamentale; 

s, t i punti in cui le rette ;>Y, pr' segano jir; t' quelli ove qr' è in- 
contrata dalle pq, pr. Le polari de’ punti q, r, s, t sono evidentemente le 

rette p(r, g, r', ^'), che incontrano q'r‘ in $\ r' q. Ma il sistema di 

queste quattro rette e quello de’ loro poli hanno lo stesso rapporto anaimoni- 
co ( t07 ) , dunque : 

(qrtt ) = ((■«>'}' ), 

ossia ( 1 ) ; 

(qrttì = (st'q'r' ); 

vale a dire, le quattro rette pqt pf 9 pq\ pV incontrano le qr ^ qr in due 
sistemi di quattro punti aventi lo stesso rapporto anarmonico. Dunque ( 60 ) i 
sei lati dei due triangoli proposti formano un esagono di BsiAivciion. Inoltre ì 
due fasci di quattro rette > r , r') , p (^ , r, 7 , r' ) hanno lo stesso 


Digitized by Coogle 



87 


rapporto ananiionico, onde (59) i sei vertici de’ triangoli medesimi costitii}« 
scono un esagono di Pascal (*). Ossia : 

Se due triangoli sono circoscritti ad una conica, es- 
si sono inscritti in un’ altra; e viceversa; 

Affinchè due triangoli siano coniugali ad una stessa 
conica, è necessario e sufficiente che essi siano circo- 
scritti ad un’ altra conica, ovvero inscritti in una ter- 
za conica. 

Questa proprietà si può esprìmere eziandio dicendo che la conica tangente 
a cinque de’ sei lati di due triangoli coniugati ad una conica data tocca anche 
il sesto; e la conica doterininala da cinque vertici pas«a anche pel sesto. 
Donde s’inferisce che: 


S« una conica tocca i iati dì un trian- 
golo coniugato ad una secomla conica, 
inBoiti altri triangoli coniugali a questa 
saranno circoscritti alla prima; cioè le lan- 
gemi condotte alle due coniche dal poto 
(relativo alla seconda ) di ciascuna retta 
tangente alla prima formeranno un fascio 
armonico. 


Se una conica passa pei vertici di un 
triangolo coniugato ad un’altra conica, 
sarà pur circoscrìtta ad inOniii altri trian- 
goli coniugati alla medeiima; cioè ogni 
punto deila prima conica sarà, rispetto 
alla seconda, il poto dì una retta segante 
le due curve in quattro pumi armonici. 


109. Le coDÌche circoscrìtte ad un quadrangolo abeti sono segale da una 
trasvei'sale arbitraria in coppie di punti che formano iin’ involuzione ( 49 ). 
Fra quelle coniche vi sono tre pa]a di rette; dunque le coppie di lati oppo- 
sti ( 6c^ od), (ca, 5<f), {ab^ cd) del quadrangolo incontrano la trasversa- 
le in sei punti àa^, , c'C| accoppiati iovoUitoriamente. Viceversa, se i 
lati di un triangolo nòe sono segali da una trasversale ne’ punti a'ó'c', c se 
questi sono accoppiali io involuzione coi punti 0 |ò^e( della stessa trasversale, 
le Ire rette un,, bb^, CC| concorreranno in uno stesso punto d. 

Sìa or dato un triangolo ohe, \ cui lati bc, ca, ab seghino una trasver- 
sale in a, b', e'; e sia inoltre data una conica, rispetto alla quale i punti 
df , , C| situati nella stessa trasversale siano polì coniugati ordinatamente 

ad à, b\c. Le tre coppie di punti a'a^, b'b^,e'c^ sono in involuzione (108), 
epperò le rette aO| , 66, , cc, passano per uno stesso punto d. Se di più si 
suppone che a, 6 siano poli ordinatamente coniugali ad a, b’, le polari di 
a, U sono le rette aa^ , 66, , talché il polo della trasversale sarà il punto d. 
Dunque la polare di c' è co,, ossia anche t punti c, e’ sono polì coniugati. 
Abbiamo cosi il teorema: 

Se i termini di due diagonali aa‘, 66' d’ un quadrilate- 
ro completo formano due coppie di poli coniugati rispet- 
to ad una data conica, anche i termini della terza diago- 
nale cc' sono coniugati rispetto alla medesima conica (**). 

110. Se un polo percorre una data curva Cm dell’ ordine m, avente ^ 
punti doppi e x cuspidi, la retta polare (relativa alla conica fondamentale 


(*) SntNmA, Sytfematitc/ie Entiricielung der AbAàngigkfU gfomfiriieher Getiaifen ron eia- 
ander , R«rhfl fS33 , p. 308 ( Aofs. 48). ~ Chakliv, Mémoire tur Ut lignet conjainUt dant 
Ut eoniquti (Jonntal «Ir M. Liovvìllv, aoiit 1838. p. 396). 

(**) Mk&»k, De octo punctit intertedionii trium «N^vr/tcienijn vvrwiu/i orcfim'v (Disirrtatio 
prò venia Irfendi ), RegiononU 1840, p. 17. 
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inviluppa una seconda curva della classe m, dotata di It langeoli doppie e k 
flessi, la <|iiale è anche il luogo dei poli delle reite tangenti a €„% (103). 
Le due ctirve diconsi polari reciproche. 

(a) Se i.1 conica fondamentale C, è 
il sistema di due rette concorrenti in un 
punto I, la polare d’ ogni punto o passa 
per i,ei1 invero essa è la coniugata armo, 
iiica di 01 rispetto ai pajo dì rette costi, 
luenlì la conica (73,b);m.i ta polare del 
punto t è indeierminaia (72), cioè qua- 
lunque retta nel piano può essere consi- 
derata come polare di «. Donde segue che 
ogni retta passante per i ha inritiiii poli 
tulli situati in un’ altra retta passante per 
I, mentre una retta non passante per t 
ha per unico polo questo punto. 

Perciò se é data una curva della ctas- 
se r, considerata come inviluppo di ielle, 
la sua polare reciproca , ossia il luogo dei 
poli delle sue tangenti, sarà il sistema di 
r rette passanti per t e ordinatamente con- 
iugate armoniebe ( rispetto alle due rette 
onde consta C,) di quelle r tangenti ebe 
si possono condurre da i alla curva data. 

(h) NelP ipotesi (a) è evidente che ogni Irilatcro coniugato avrà uti ver- 
lice in t,e due lati formeranno un sistema armonico colle due rette costituenti 
la conica fondaincntalc. Viceversa, se un trilatero dato è coniugalo ad una co» 
cica che sia un pajo di rette , queste dovranno tagliarsi in un vertice e for. 
mare un fascio armonico con due lati del iriialero medesimo ; e in particolare , 
un lato di questo, considerato come il sistema di due rette coincidenti, terrà 
luogo di una conica coniugala al trilatero. Per conseguenza , le tre rette costi- 
tuenti il trilatero contengono i punti doppi delle coniche ad esso coniugate, os- 
sia (92; 1 08, c) IMIessiann della rete formata dalle coniche 
coniugate ad un trilatero dato è il trilatero medesimo. 

111. In virtà del teorema generale (110), la polare reciproca di una 
conica K rispetto ad un^ altra conica è una terza conica K' ; le due curve 
A', K avendo tra loro tal relazione che le tangenti di ciascuna sono le polari 
dei punti dell' altra rispeilo a C^. Ne’ quattro punti comuni a A, la conica 
fondauteutale Tj è toccata dalle quattro tangenti comuni a A'; dunque ( lOS, d) 
le tre coniche A, A' sono coniugate ad uno stesso triangolo. 

(a) Se A è la polare di un punto r rispetto a A, e se r', A* sono il 
polo e ta polare di A, r rispetto a Tj, è evidente che r' sarà il polo di A' 
rispetto a A’. 

(h) 1 punii comuni a A, A' sono i poli, rispetto a C^, delle tangenti 
comuni alle medesime coniche. Donde segue che , se più coniche sono circo- 
scritte ad uno stesso quadrangolo , le loro polari reciproche saranno inscritte 
io uno stesso quadrilatero. E siccome le prime coniche sono incontrale da una 
trasversale arbitraria in coppie dì punti formanti un’involuzione, così le tan- 
genti condotte da un punto qualunque alle coniche inscrìtte in un quadrilatero 
sono pur accoppiate involiiloriameote. 


(a'} Se la conica fonilaiiienlale C,, 
risgiiardala come inviluppo di seconda clas- 
se, è una coppia di punti oo', il polo di 
ogni retta U giace nella retta 00', e que- 
sta è divisa armoiikameme dal polo c dalla 
polare. Però il polo della retta va’ è inde, 
terminato, cioè qualunque punto del piano 
può essere assunto come i>olo dì quella 
retta. Ond’ è che ogni punto della retta 
00' ha iniìnilc polari tutte iiicroctaniisi in 
un altro punto della lucdesìuia retta; ineo- 
tre un punto qualunque esterno alla 00' 
non ha altra polare die questa retta. 

Dunque, se è data una curva dell* or- 
dine r,la sua polare reciproca , cioè l’ in. 
viluppo (Ielle polari de’ suoi punii, è il 
sistema di r punti situati iu linea retta 
con 00' , ì quali sono , rispetto a questi 
due, ì coniugali armonici di quelli ove la 
curva data incontra la retta 00'. 
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(c) Se sono Hate a priori entrambe le coniche Kt K y le quali si se> 
ghiao ne^ punii abed etl abbiano le tangenti comuni ABCD, la conica rispetto 
alta quale K, K' sono polari reciproche dorrà essere coniugala ( 1 1 1 ) al Irian* 
golo formato dai punii diagonali del quadrangolo o&cd c dalle diagonali del 
quadrilatero ABfO (108, c). Per determinare completamente questa conica, 
basterà aggiuugei'c la condizione die il punto a sia, rispetto ad essa, il polo 
di una delle quattro rette ABCD (108, f). Donde segue esserri quattro 
foniclic, rispetto a ciascuna delle quali due coniche date 
sono polari reciproche. 

(d) Date due coniche £, AT, la prima di esse sia circoscritta ad un trian- 
golo pqr coniugato alla seconda. Se è una conica rispetto a cui le date 
siano polari reciproche, e se le rette PQR sono le polari de* punti pqr ri- 
spetto a Cj, il trilatero PQR sarà circoscritto a K'. Ma il triangolo pqr è 
supposto coniugato a A’*; dunque (a) il trilatero PQR sarà coniiigato a K, 
Ossia : 

Se una conica i) circoscritta ad un triangolo conìngato 
ad una seconda conica, viceversa questa è inscritta io un 
trilatero coniugato alla prima; e reciprocamente (*)« 
Quindi, avuto riguardo al doppio enuncialo (108, g): 

Se una conica è inscritta in un triangolo coniugato ad un* altra conica 
(ossia, se questa è circoscritta ad un triangolo coniugato a quella), la polai'e 
reciproca della seconda conica rispetto alla prima è I* inviluppo dì tiua retta 
che tagli armonicamente le due coniche datele la polare reciproca della prima 
rispetto alla seconda è il luogo di un puuto dal quale tirate le tangenti alle 
due coniche date, si ottenga un fascio armonico. 

(e) In generate, date due coniche K, K' y proponiamoci le seguenti qui- 
stioni (**) : 


Quale i I* inriluppo di una retta che 
seghi le coniche date in quattro punti ar- 
monici? quante rette dotate di tale pro- 
prietà passano per un punto qualunque, 
es.. gr. per uno de* punti abed comuni alle 
coniche date? AlTmcbè una retta coudotta 
per a seghi K' in quattro punti ar- 
monici, tre di questi dorranno coincidere 
in a, cioè le sole tangenti che per a sì 
lassano condurre alt’ inviluppo richiesto 
sono le due rette che ivi toccano Tunao 
l'altra conica. Dunque l’inviluppo è una 
conica F tangente alle otto rette che toc- 
cano in obcd le curve date. 

Di queste otto rette, le quattro che 
toccano K' sono anche tangenti (III) alla 
conica U y potare reciproca di A' rispetto 
a A" ; ossia le coniche AT', //, F sono in- 
scritte nello stesso quadrilatero. Dunque, 


Quale è il luogo di un punto dal quale 
ti possa condurre un fascio armonico di 
langenii alle coniche date? quanti punti 
dotati di questa proprietà esistono in una 
retta qualunque , ex. gr. in una delle tan- 
genti ABCD comuni alle coniche date? È 
evidente che le sole interseziooi della retta 
A col luogo di cui ti tratta tono i paoli 
in cui la retta medesima tocca I’ una o 
l’altra conica data. Il luogo richiesto è 
dunque una conica F passante per gli 
otto punti in cui le curve date sono toc- 
cate dalle loro tangenti comuni. 

Di questi otto ponti,! quattro situali 
in K appartengono anche alla conica /i', 
polare reciproca di U' rispetto a A'; vate 
a dire, le coniche Af, ff , F appartengono 
ad uoo stesso fascio. Dunque, se un punto 


(*) Rìmk, ror/ewftpen iiàrr analytUchr Gtometrie det ffaumev, Leipzig 1861 , p. 7IS. 
(**> Stagdt, L'eber dU iTurven S. OrdniMp, Atrpbrrs I63J , p. 95. 
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«e uaa langenic tU H , non comune » A" , di , non comune a è centro d' un 
sega armonicamenie A', A', le coniche fascio armonico di rette tangenti a A', A”, 
//, t' coincidono. Ciò accade quando A è le coniche F' si confondono in una 
circoscritta ad un triangolo coniugalo a sola. Ciò accade quando A' è inscritta in 
ti' (d). un triangolo coniugato a A' (d). 

Se è una conica rispetto alla quale K, K siano polari reciproche, 
evidentemeiile le coniche F ^ F' { come pure //, H' ) sono polari reciproche 
rispetto a 

(f) Siano A, A", K" tre coniche circoscritte ad uno stesso quadrangolo 
abedj e le prime due siano separatamente circoscrìtte a due triangoli coniuga- 
li ad una medesima conica C^. Le coniche ff, H', li', polari reciproche di 
quelle prime tre rispetto a 6^, saranno tutte toccale dalle rette ABCD, pola- 
ri de' punti abed rispetto a C (i>). Dunque (d) la retta A sega armonica- 
mente sì le due coniche che le due A'; cioè le intersezioni di 

con A sono i punti doppi dell' inToIiizione ( quadratica ) che le coniche 
del fascio ( AA' ) determinano sopra A. Di qui si trae che A taglia armoni- 
camentc anche K", ossia (e): 

Se in due coniche sono separatamente inscritti due 
triangoli coniugati ad una conica data, qualunque altra 
conica descritta pei punti comuni alle prime due sarà pur 
circoscrìtta ad un triangolo coniugato alla conica data. 

rtRT* XIX. Carré deticrtilc da un punto, le indlcatrlri 
del quale varllno con lene «ima. 


11:2. Riprendendo il caso generale d' una curva fondamentale C„ d'ordi- 
ne qualsivoglia n, cerchiamo di condurre per un dato punto p una retta che 
tocchi ivi la prima polare d' alcun punto o della retta medesima (*). Le pri- 
me polari passanti per p hanno ì loro poli nella retta polare di questo punto. 
Se inoltre p dev' essere il punto di contatto della prima polare con una tan- 
gente condotta dal polo o, anche la seconda polare di o dovrà passare per 
p (70); talché o sarà una delle intersezioni della retta polare colla runica 
p<darc di p , cioè po dev’ essere tangente alla conica polare di p. 

Dunque le rette che risolvono il problema souo le due tangenti che da 
p si possono condurre alla conica polare di questo punto , ossìa le due «?uf«- 
co/nci del punto p (90, c). 

(a) Se p è un punto dell' Hessiana, la sua conica polare è un pajo di 
rette incrociamisi nel corrispondente punto o della Steioeriaoa, pel quale pas- 
.sa anche la retta polare di p. I punti di questa retta sono poli di altreiianie 
prime polari passanti per p ed ivi aventi una comune tangente (90, a); don- 
de segue che questa è nn^ indicatrice del punto p. Ma le indicatrici di p so- 
no insieme riiiniie nella retta po (90, c); dunque (98, h): 

La retta che unisce un punto dell' Hessiana al eor- 


(*) clibmh , /. e. p. asa-ias. 
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l'ispondenU punto della Steineriana tocca nel primo di 
questi punti tutte le prime polari passanti per esso. 

Ond' è che la linea della classe 3{r» — l)(n — 2 ), inviluppo delle tan- 
genti comuni ne* punii di coniano fra le prime polari (91,b), può anche 
essere definita come 1* inviluppo delle rette che uniscono le 
coppie di punti corrispondenti dell' Hessiana e della Stei- 
neriana (98, b). 

(b) Data una retta in essa esistono 2(n^2) punti, ciascun dei 
quali, o, è il polo dNina prima polare tangente ad R in un punto p (103, c); 
epperò in una retta qualunque vi sono 2(n — 2) punti, per 
ciascuno de^ quali essa è un' indicatrice. 

Se il è una tangente deila curva fondamentale, nel punto di contatto so- 
no riuniti due pimti o ed i due corrispondenti punti p. 

113. Quale è il luogo del punto p, se una delle sue indicatrici passa 
per un punto fisso i? Ciascuna retta condotta per i contiene 2(n — 2) posi- 
zioni dei punto p (112,b); ed t rappresenta altri due punti p, corrispon- 
denti alle due indicatrici dello stesso punto i. Dunque il luogo richiesto è una 
curva A" dell’ ordine 2 (n — 2 } -*-2 = 2 (n — 1), che passa due volle per i. 

Considerando una tangente della curva fondamentale , nel punto di contat- 
to sono riuniti due punti p; dunque la linea tocca C» negli n(n— 1} 
punii di contatto delle tangenti condotte a questa dal punto i. 

Quando il polo o ( 1 12 ) prende il posto del punto t,le (ri— I)(n — 2) 
iniersezioui della prima colla seconda polare di t sono altrettante posizioni del 
punto p. Viceversa, se p è nella seconda polare di t, la conica polare di p 
passa per i-, ma i dee giacere in una laiigcnle condotta da p alla conica po- 
lare di quest* ultimo punto, dunque anche la retta polare di p passerà per i, 
e consegueiìiemenie p giacerà nella prima polare di {.Quegli (n — l)(n — 2) 
pumi sono pertanto i soli che la curva abbia comuni colla seconda polare 
di i; ond' d che in tutti quei punti le due curve s) toccano. Concludiamo 
adunque che la curva V’ tocca la curva fondamentale e la seconda polare del 
punto i ovunque le incontra, e gli n(n — 1)-f-(n— l)(n — 2) punti di 
contatto giacciono tutti nella pHma polare di t. 

Siccome la prima polare di i presa due volle può considerarsi come una 
linea dell'ordine 2(n— 1), e siccome la curva fondamentale e la seconda 
polare di i costituiscono insieme un'altra linea dello stesso ordine^ così {il) 
per i 2(n — 1)^ pumi, ne' quali la prima polare di i sega €h e la seconda 
polare, si può far passare un fascio di curve dell'ordine 2(n — 1), ciascu- 
na delle quali tocchi la curva fondamentale e la seconda polare di t in lutti 
quei punti. Fra le iofmiie curve di questo fascio, quella che passa per t è 

114. Di qual classe è l'inviluppo delle indicatrici dei punti di una data 
curva Cm d'ordine mP Ossia, quanti punti di questa curva hanno un' indi- 
catrice passante per un punto i fissato ad arbitrio? Il luogo di un punto p, 
un’ indicatrice del quale passi per i,è(113)nna curva dell’ordine 2(n— 1), 
che segherà 0», in 2w(n — 1) punti; dunque in i concorrono 2m(M — t| 
langenii dell' inviluppo richiesto. 

Si noti poi che quest' inviluppo tocca la curva fondamentale ovunque 
essa è incontrata da e ciò perchè ciascuna di queste intersezioni ha le 
sue indicatrici confuse insieme nella relativa tangente di Cn • Dunque : 
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Le ìadieairìci dei punti di una linea d’ ordine m in> 
viluppano una linea della elai^ise 2m (n— >1)» che tocca la 
curva fondamentale ne* punti ove questa è. incontrata dalla 
linea d'ordine m. 

(a) Di qtii per inzz 1 sì ricava che le indicatrici dei punti di una retta 
data inviluppano una curva della classe 2(n — l), la quale tocca in 2(n — 2) 
punti la retta medesima, perchè questa è indicatrice di 2(n — 2) suoi punti 

(b) In virtù del teorema generale or dimostrato, se il punto p percorre 
r Hcssiana che è una curva dell'ordine 3(n — 2), le indicatrici di p invi- 
luppano una linea della classe 6(n->l)(n — 2); ma siccome in questo ca- 
so, per ogni posizione di p le due indicatrici si confondono in una retta unica 
(90, c),cosl la classe dell'inviluppo si ridurrà a 3(n— 1)(n — 2): risul- 
tato già ottenuto altrimenti (91, b; 112, a). 

A quest' inviluppo arrivano 3 (n — 1 ) (n — 2 ) tangenti da ogni dato punto 
i; onde ciascuno dei 3(n— ‘l)(n — 2) punti p dell' Ilessiana , le indicatrici 
de' quali sono le anzidette tangenti, rappresenta due intersezioni dell' Hessiana 
colla curva L" su[>eriormente determinata (113). 

Riunendo questa proprietà colle altre già dimostrate (113), si ha l'e- 
nunciato : 

Dato un punto t, il luogo di un punto p tale che la 
retta pi sìa tangente alia conica polare di p è una linea 
dell* ordine 2(n»l), che passa due volte per i e tocca 
la curva fondamentale, I' Hessiana e la seconda polare di 
i ovunque le incontra. 

115. Cercliiamo ora di determinare l'ordine del luogo di un punto p, 
un' indicatrice del quale sia tangente ad una data curva della classe r , cioè 
indighiamo quanti punti sìanvi in una retta R , dotali di un' indicatrice tan- 
gente a Kr‘ Se il punto p si muove nella retta A, le sue indicatrici invilup- 
pano (114, a) una linea della classe 2(n — 1), la quale avrà 2r(n — 1) 
tangenti comuni colla data curva Kr . Dunque il luogo richiesto è dell' ordine 
2r(n-l). 

Se consideriamo una tangente comune a AV ed a Cn » nel contatto con 
qnest' ultima linea sono riuniti due punti p, pei quali la tangente fa I' uflìcio 
d' indicatrice ; donde s'inferisce che il luogo richiesto tocca la curva fonda- 
mentale negli m(n — 1) punti ove questa è toccata dalle tangenti comuni a 
Kr, ovvero ( ciò che è la stessa cosa ) ne' punti in cui la curva fondamentale 
è incontrata dalla prima polare di Kr (104, d). 

La curva Kr ha 3r(n — 1 )(n <— 2) tangenti comuni coll' inviluppo del- 
le indicatrici dei punti dell' Hessiana ; talché 3r(n'~l)(n»2) è il nume- 
ro dei punti comuni all' Hessiana ed al luogo dell'ordine 2r(n~ 1), di cui 
qui si tratta. Dunque: 

Il luogo di un punto dal quale (irate le tangenti alla 
sua conica polare, una di queste riesca tangente ad una 
data curva della classe r, è una linea dell* ordine 2r(n~-l) 
che tocca la curva fondamentale e I’ Hessiana oviincjnc le 
incontra. 

116. Dati due punti fissi t, j, cerchiamo il luogo di un punto p tale 
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che le ralle pi, pj siano polari coniugale (108) rispetto alla conica polare 
di p. E evidente che questo luogo passa per t e per j» 

Sia R una retta condotta ad arbitrio per j , e p un punto di R. Le 
rette polari di p, i rispetto alla conica polare di p incontnno R ne' punti 
a, i quali se coincidessero in un punto solo, questo sarebbe il polo della 
retta pi relativamente alla delta conica, talché si avrebbe in p un punto del 
luogo richiesto. Assunto ad arbitrio il punto a come intersezione di R con una 
retta polare, gli corrispondono n — 1 posizioni del polo p(i punti comuni ad 

il c alla prima polare di a), e quindi altrettanti punti ò. Se invece si assu- 

me ad arbitrio ò, come incontro di R colla retta polare di i rispetto ad una 
conica polare indeterminata , il polo p dì questa è nella prima polare dì i re- 
lativa alla prima polare di b (69, d|, cioè in una curva d'ordine n — 2, 

le i^tc^^eziooi della quale con R sono le posizioni di p corrispondenti al dato 
punto bi oiid' è che a questo punto corrisponderanno n — 2 punti a (*}. Dun- 
que il numero de’ punti p in A , pei quali a c 6 coincidono ,é(n — l)-i-(n — 2); 
c siccome anche j è un punto della curva cercata , così questa è dell' ordine 
(n — l)-^-(n — 2)-t-l=2(n— 1). La designeremo con L '^ , perché , ore 
j coincida con «, essa rientra nella curva già considerata (113). 

Sia p il punto di contatto della curva fondamentale con una tangente 
uscita da t; la retta polare di p é pt, tangente in p alla conica polare dello 
stesso punto p, onde, qualunque sia j, la retta pj passa pel polo di pi. 
Dunque p é iin punto di cioè questa lìnea passa per gli n(n — 1) punti 
di contatto della curva fondamentale colle tangenti che le arrivano da t^eper 
la stessa ragione passerà anche per gli n(n — 1) punti in cui Cn è toccala 
da rette condotte per j. 

Cerchiamo in quanti e quali punti la curva iucontrì la prima polare 
di t relativa alla prima polare di jy la quale chiameremo per brevità feconda 
polare mhia de* punti tj. Se ijuesla seconda polare mista passa per p , vice- 
versa (G9, (1) la retta polare di i rispetto alla conica polare dì p passa per 
j, ossia i punti t, j sono poli coniugaii (108) relativamenie alla conica po- 
lare di p. In tal caso, affinchè le rette pi, pj siano polari coniugate rispetto 
alla medesima conica, basta evidentemente clic U retta polare dì p passi per 
I o per j •, eppcrò p dovrà trovarsi o nella prima polare di t o in quella di 

j. Dunque la curva L'j pas«a pei punti in cui la seconda polare mista de' punii 

ij è segata dalle prime polari de' punti medesimi. 

Ora siano p, o due punti corrispondenti dell' Hessiana e della Sleineria- 
na, tali clic la retta po passi per i. Dor esprimere che, rispetto alla conica 
polare di p, le rette pi, pj sono coniugale, basta dire che le retto polari di 
p e j'* (relative alla conica) concorrono in un punto di pi. Ma nel caso attua- 
le, la conica polare di p è un pajo di rette incrociantisi in o (90, a), talché 


(*i Variando il punto a nella rclU il, la prima polarr di a genera un ra«rio (77), le rurve del 
<|aale delerminano io A no* inroltizione del grado N — 1. Sla ad ogni paolo p corrisponde un punto 
bì dunque, col variare di a , il gruppo de’ cornspondenlì it — 1 ponti ò genera un’ inroltiiiofie del gra- 
do n I. Anche la fHriraa polare di b, rispello alla prima poiarr del punto naso i, qtuodo b corra 
sopra A, «Ui luogo ad un raseio*, epprrò, col variare di b, il gruppo de’ mrri4-|Mntle«ti n — 2 punii a 
genera un* itiroiuaioue del grado n — 2. Dunque , variando simnitancaracnle i pernii ci , è producono <tne 
involutioni projrtlive, I* una del grado H ~ 2, l’altra del gra«lo n — I. I 2u — 3 punti rornuni a 
queste involurioni (2f, li), iniieme con j, sono quelli in cui A incontra il richiesto luogo geometrico. 
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per questo [uinio pa>'ano le polari di p ^ j (relative alla conica medesima). 
E siccome anche pi contiene, per ipotesi, il punto o, così p appartieue ad 
Lfj, ossia questa curva passa pei 3(n— l)(n — 2) punti dell' Hessiana , le 
cui indicatrici concorrono in i. Analogamente la curva L'J passa anche pei 
3{«— l)(n — 2) pumi dell' Hessiana , le indicatrici de’ quali partono da j. 
Dunque : 

Dati due ponti i, j , il luogo di un punto p, tale che 
le rette pi, pj siano coniugate rispetto alla conica polare 
di p, è una tinca dell’ ordine 2(n — l), che passa: 1." pei 
punti i, jf; 2.° pei punti in cui la curva fondamentale 
toccala dalle tangenti condotte per io per 3.° pei punti 
in cui la prima polare di i (o di ji) è toccata da rette 
concorrenti in j (o in i); 4.® pcì punti dell’ Hessiana, le 
indicatrici de’quali convergono ad i o a j, 

(a) In altre parole, la linea sega la curva fondamentale e I’ Hessia- 
na ne’ punti ove queste sono toccale dalle due linee £,'* , » che dipendono 

separalamente dai punti i, j (113). 

(b) Se il punto i è dato, mentre j varii descrivendo una retta Jì, la 
lìnea genera un fascio. Infatti, essa passa , qualunque sia jf , per 4 (n — I 
punti fissi, i quali sono: 1.® il punto ij 2.“ gli n(n — 1} punii in cui 

toccata dalle tangenti che passano per i; 3.® ì 3 (n — 1 ) {« — “ 2 ) punti 
dell' Hessiana , le cui indicatrici concorrono in »; 4.® i 2n — 3 punti nei 
quali (oltre a j che è variabile) R sega questi ultimi non variano, pei- 
fhA sono ì punti comuni a due involuzioni projeitive, indipendenti dal punto j 
( vedi la nota a pag. 93 ). 

Questa proprietà si dimostra anche cercando quante curve passino per 
un dato punto q, quando i sia fisso e j debba trovarsi in una retta 71. Sic- 
come le rette gì, qj devono essere coniugate rispetto alla conica polare di g, 
così il punto y sarà l’ intersezione di il colla retta che congiunge q al polo 
di qi relativo a quella conica. Dunque ecc. 

^iello stesso modo si dimostra che, se i è fisso, le curve passanti per 
uno stesso punto q formano un fascio ; cioè per due punti dati q , q passa una 
soia curva relativa al punto fisso i; ecc. 

117. La precedente ricerca (116) puh essere generalizzata , assumendo 
ima curva-inviluppo invece del punto j , od anche una seconda curva invece 
di I, ovvero una sola curva in luogo del sistema dei due punti. 

Data una curva Kr della classe r e dato un punto t , vogliasi determinare 
il luogo di un punto p tale che la retta pi sìa, rispetto alla conica [lolare di 
p, coniugata ad alcuna delle tangenti che da p ponno condursi a Eri ovvero 
con altre parole, la retta pi passi per alcuno de’ punti in cui la retta polare 
di p taglia la curva polare reciproca di A,, rispetto alla conica polare dìp ( 110 ). 

La curva richiesta passa r volle per i, giacché se il punto p cade io 
f, sonvi r rette pi sodisfacenti all’ anzidelta condizione: quelle cioè che da i 
vanno agli r punti in cui la retta polare di p taglia la polare reciproca di A',- 
(relativa alla conica polare di i). 

Sia p un punto dì la retta polare di p sarà la tangente alla curva 
fondamentale nel punto medesimo. Laonde se questa retta tocca anche Er, p 
sarà un punto della polare reciproca di Er ( relativa alla conica polare di p); 
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e siccome « qualunque sia i, la retta pi passa per p, punto comune alla detta 
polare reciproca ed alla retta polare di p, così questo punto apparterrà al 
luogo richiesto. Ond’ è che questo luogo contiene gli rn(n— 1) punti di con- 
tatto della ciirra fondamentale colle tangenti comuni a Kr- 

Se invece p appartiene a e pt è tangente a questa curva iu p, la 
Stessa retta pt è la polare di p; ma essa incontra in r punti la polare reci- 
proca di Kr, dunque p è im punto multiplo secondo r per la curva richie- 
sta. Questa ha pertanto n(n — t) punti son quelli ove C» è toccata 

da tangenti clic concorrono in t. 

Sia p un punto dell’ Hessìana, o il corrispondente punto della Sleineria- 
na. Se po è tangente alla data curva AV^ essa sarà coniugata alla retta pi 
rispetto alla conica polare di p; infatti, sì quella tangente che le polari dei 
punti p, I, relative a questa conica, concorrono ne! punto o. Donde s’infe- 
risce che p è un punto del luogo che si considera; vale a dire, «piesto luogo 
passa pei 3r(n — l)(n — '2) punti dell’ Hessiana , le indicatrici de’ quali 
toccano AV. 

Siano ancora p, o pumi corrispondenti dell’ Hessiana e della Sieineriana ; 
ma po passi per i. Allora , siccome la conica polare di p è un pajo di rette in- 
crociate in o , così la polare reciproca di AV rispetto a tale conica sarà ( M 0 , a ) 
un fascio di r rette concorrenti in o. Ond’ è che il punto o rappresenta r in- 
tersezioni sì della retta pi che della retta polare di p colla polare reciproca 
(lì AV, e per conseguenza p lien luogo di r punti consecutivi comuni alla 
curva richiesta ed all’ Hessiana. Dunque il luogo geometrico, del quale si 
tratta, ha un contatto coll’ Hessiana in ciascuno dei 3(n — 1){« — 2} 

puuti le cui indicatrici passano per t. 

Passiamo da utliino a determinare I’ ordine della curva in questione. Sia 
il una retta arbitraria condotta per t , e p un punto in R. La retta polare 
di p incontri A in a, e la polare reciproca di AV (rispetto alla conica pola- 
re di p ) seghi A in r punti b. Se si assume ad arbitrio n, vi corrispondono 
n — 1 posizioni di p ( le intersezioni di R colla prima polare di a ) e quin- 
di r(n — 1 ) posizioni di 6. Se invece sì assume ad arbìtrio ò, come incon- 
tro di R colla polare reciproca di AV rispetto alla conica polare di un polo 
indeterminato, questo polo giace (104, k| nella prima polare di AV relativa 
alla prima polare di A; la qual curva essendo (104,d) dell’ordine r(n — 2) 
sega R in altrettanti punti p^eda ciascuno di questi corrisponde un punto a. 
Così ad ogni punto a corrispondono r(n — t) punti A, ed ogni punto b in- 
dividua r(n — 2) punti a; onde la coincidenza di un punto a con uno dei 
corrìspoodenlì punti b avverrà r(n — l)-f-r(n — 2) volle. Ma ove tale coin- 
cidenza si verifichi, il punto p appartiene alla curva cercala. Questa ha dun* 
que r(2n*-3) punti in A, oltre al punto t che è multiplo secondo r; vaio 
a dire, essa è dell’ ordine 2r (n — 1 >. 

(a) Analogamente si dimostra che: 

Date due curve AV, A',, le cui classi siano r, s, il luogo di un punto 
p tale che due tangenti condotte per esso, l’ima a AV, l’altra a A',, siano 
coniugate rispetto alla conica polare dello stesso punto p, è una linea del- 
l’ordine 2rs(n — 1 ) 9 la quale 1. Spassa s volte per ciascuno degli m(n-~l) 
punti in cui la curva fondamentale Cn è toccata da rette tangenti di AV ; 
2.'’ pa«sa r volte per ciascuno degli sn(n— 1) punti in cui Oi ^ toccala da 



91 ) 


rette tangenti di A'«; 3.'^ ha coir Hessiana tin contatto in ciascuno 

dei 3r(n^ indicatrici toccano AV> 4.*^ ha colPHes* 

siana medesima un contatto (rp""'" in ciascuno dei 3s(n — 1 ) (n 2) punii 
le indicatrici dei quali sono tangenti a A,. 

(Ir) Se invece è dato un solo inviluppo AV della classe r, e si cerca il 
luogo di un punto p tale che due langcnii condotte da esso a AV siano con- 
iugate rispetto alla conica polare dì p, si trova una linea dell' ordine 
m(r— la quale passa r— t volte per ciascuno degli rn(n^l) 
punti ove la curva foudameniaìe è toccata da rette tangenti dì AVj cd ha un 
contatto (r— coll’ llessiana io ciascuno de’ 3r(n — 1 ) (n — 2) punti 
di questa curva, le indicatrici de’ quali toccano Kr» 

AmT. .\X. Alcune proprtelA (Iella curv'n iletmlnna 
e della Utelnerlana. 


118. Sia p un punto deli’ Hessìana ed o il corrispondente punto della 
Steìuei'ìana. L’ ultima polare di p è una retta passante per o, i punti della 
quale sono poli d’ aìtrelianle prime polari toccate in p dalla retta po •, ma 
fra esse ve n’ha ima dotata d’ un punto doppio in p, e il suo polo è o 
(88,d;90,a; 112, a). 

(a) Siano o, o due punti della Steincriana; i poli della retta oo saran- 
no le (n~l)^ intersezioni delle prime polari di quei due punti, le quali 
hanno rispettivamente per punti doppi ì corrispondenti punti p, p' dell’ Hes- 
siaua. Assumendo o' infìnitamcnle vicino ad o, la retta oo' ossia la tangente 
in 0 alla Sleineriaua avrà un polo in p; dunque le tangenti della 
Steineriana sono le rette polari dei punti dell’ Il essi a- 
na. Ovvero {90, b); 

La Steineriana è 1’ inviluppo di una retta che abbia 
due poli coincidenti. 

(h) Questo teorema ci mena a determinare la classe della Steineriana. 
Le tangenti condotte a questa curva da un punto arbitrario • hanno i loro poli 
nella prima polare di «,e questa sega 1’ Hessìana io 3(n~ 1)(n — 2) pun- 
ti. Dunque la Steineriana è della classe 3(n~1)(n — 2). 

(c) Siccome i flessi della curva fondamentale Cn sono punti dell’ Hes- 
sìana (100), cosi le rette polari dei medesimi, cioè le tangenti stazionarie 
dì Cn, SODO anche tangenti della Steineriana. 

I punti della Steineriana che corrispondono ai flessi di Ch » considerati 
come punti dell’ Hessìana, giacciono nelle tangenti stazionarie della curva fon- 
damentale ; queste tangenti adunque toccano anche la curva della classe 
3(n — l)(n — 2), inviluppo delle indicatrici dei punti deH’Hessiana (114, b). 

(d) Secondo il teorema generale (103), I’ (n — 1 1"'” polare dell’ Hes- 
sìana, cioè V inviluppo delle rette polari de’ punti dell’ Hessìana , è una cur- 
va K della classe 3(r» — l)(n — 2) e dell’ordine 3{n — 2}(5n — H), 
della quale fa parte la Steineriana. 

Se t è l’intersezione di due rette tangenti alla Steineriana, ciascuna di 
esse ha nn polo nell’ Hessìana , e per questi due poli passa la prima polare 
dì f. Se le due tangenti vengono a coincidere, i due poli si confondono in 
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un sol punto, nel quale T Hessiana sarà toccala dalla prìma polare di ep- 
però quest' iiliirao sarà un punto dell' ( n ~ polare dell' Hessiaoa, ri- 
guardata come il luogo dei poli delle prime polari tangenti all' Hessiaoa me- 
desima. Ma i punti t, oe' quali può dirsi che coincidano due successire tan- 
genti della Stcineiiana, sono, oltre ai punti di questa curva, quelli situali in 
una qualunque delle tangenti stazionarie della curva medesima. Per conseguenza 
la linea A , (n — t )"*^ polare dell' Hessiana, è composta della Steineriaoa e 
delle tangenti staaionarie di questa. Ossia, la Steineriana ha 
3(n — 2)(6n — 11) — 3(n“2)* = 3(n — 2)(4n — 9) tangenti sta- 
zionarie. 

Della Steioeriana conosciamo cosi P ordine 3(n-^2}^, la classe 
3(n— 1)(n — 2) ed il miinero 3{n — 2)(4n— 9} de' flessi. Onde , appli- 
candovi le formole di Plucrer ( 99, 100), troveremo che la Steineriana ha 

3 

1 2 ( n — 2 ) I n — 3 ) cuspidi, “ ( n — 2 ) ( n — 3 ) ( 3n* — 9n — 5 ) punti 

3 

doppi e -^-(n — 2) (n — 3 ) (3n* — 3n — 8 ) tangenti doppie. 

Se al numero delle cuspidi s'aggiunge due volte quello de' flessi, se al 
numero delle tangenti doppie si aggiunge quello delle stazionarie , e se il nu- 
mero de' punti doppi è sommato col numero de' punti in cui le tangenti sta- 
zionarie segano la Steioeriana e si segano fra loro; si ottengono rispettivamen- 
te i numeri delle cuspidi, delle tangenti doppie c de' punti doppi della com- 
plessiva curva A' d'ordine 3(n — 2)(on— lt|, (n — 1 polare del- 
1' Hessiana, in accordo coi risultati generali (103). 

119. Sia 00 una retta tangente alla Steineriana^ o il punto di contatto ^ 
p il corrispondente punto dell' Hessiana. Le prime polari dei punti di oo' for- 
mano un fascio di curve , che si toccano fra loro in p, avendo per taugenle co- 
mune po. Fra le curve di questo fascio ve n'ha una, la prima polare di o, 
per la quale p è un punto doppio, e ve ne sono altre 3(n — 2)^ — 2, cioè 
le prime polari de' punti in cui oo sega la Steineriana, le quali hanno un 
punto doppio altrove. 

(a) Se oo' è una tangente doppia della Steineriana; o, o' i punti di 
contatto; p, p' i corrispondenti punti dell' Hessiana; allora le prime (vela- 
ri di tutti i punti di oo' si toccheranno fra loro sì in p che in p'« Dun- 
que ( 1 18 , d) ; 

in una rete geometrica di curve d' ordine n — 1, vi 

3 

sono — (n — 2 ) (n — 3) (3n- — 3n — 8 I fasci, in ciascuno dei 

quali le curve si toccano fra loro in due punti distinti. 

(h) Se nella tangente doppia oo i punti di contatto si riuniscono in o, 
per modo che essa divenga una tangente stazionaria della Steineriana, anche i 
punti pp' si confonderanno in un solo, e le prime polari dei punti di oo' a- 
vranno fra loro un contatto tripimlo io p, punto doppio delia prima polare 
del flesso o. 

Inoltre quelle prime polari toccano in p I' Hessiana, perchè le laogenli 
stazionarie della Steineriana fanno parte (118, d) del luogo de' poti delle 

13 
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prìme polari tangfiili alP IÌe«siar»a. Dnmle segue che , se o ^ un flesso 
della Sleineriana e p ^ il pnnio doppio della prima polare di o, 
la retta po è tangente alP llessiana in p. 

Così è anche dimostralo che in una rete geometrica dì curve d* or- 
dine n—1, vMianno 3(n->2)(4n~9) fasci) in ciascun de’ qua- 
li le curve hanno fra loro un contatto tripuntO) cioè si osculano 
in uno stesso punto. 

120. Consideriamo una prima polare dotala di due punti doppi p, p' , e 
sia 0 il polo di essa. Condotta per o ima retta arbitraria 7t, le prime polari 
dei punii di H formano un fascio^ nel quale trovanti 3(n~2)^ punti dop- 
pi (SS), cÌ04> i 3(n~2)^ punti comuni ad R ed alla Sleineriana sono i 
poli d’ altrettante prime polari dotate di un punto doppio. Ma , siccome due 
punti doppi esistono già nella prima polare di o, cosi quel fascio avrà sola- 
mente 3|n — 2)* — 2 altre curve dotate di un punto doppio; donde s'infe- 
risce che R taglia la Sleineriana non più che in 3(n— *2)* — 2 punti, oltre 
ad o, cio^ o è un punto doppio della Sleineriana. 

Quando R prenda la posizione di P retta polare di p, le prime polari dei 
suoi punii passano unte per p, epperò questo punto conta per due fra i 
3(n-~2)^ punti doppi del fascio (88, a). I punti p, p eqiiivalendn così a 
(re punti doppi, il fascio conterrà soltanto altre 3(n — 2)* — 3 curve aventi 
un punto doppio ; e ciò torna a dire che la retta P non ha che 3(n — 2)’* — 3 
punti comuni colla Sleineriana, oltre ad o. Questo punto equivale dunque a 
ire intersezioni della curva con /»; e Io stesso può ripetersi per P' retta 
polare di p'. 

Per conseguenza : se nna prima polare ha due punti doppi 
Pi p , il suo polo 0 è un punto doppio della Sleineriana, 
la quale è ivi toccata dalle rette polari di p, p. 

Ed avuto riguardo al numero de’ pumi doppi delta Sleineriana (118, d), 
si conclude: 

In una rete geometrica dell’ordine n— 1} vi sono 

3 

— (n — 2){n — 3)( 3n^ — 9n — 6) curve, ciascuna delle quali ha 
due punti doppi (*). 

121. Imaginisi ora una prima polare dotata di una cuspide p^ e siane o 
il polo. Una retta qualunque R condotta per o determina un fascio di prime 
polari, una delle quali ha una cuspide in p; perciò il numero di quelle dotale 
di un punto doppio (88, b) sarà 3(n~2)^ — 2. Dunque R inconlia la 
Sleineriana in due punti riuniti in o. 

Ma se si considera la retta P polare di p, le curve prime polari dei 
suoi pumi passano tutte per p, e fra esse ve n'ha soltanto 3(n — 
che siano dolale di uu punto doppio (88, c). Cioè il punto o rappresenta tre 
intersezioni della retta P colla Sleineriana; ed è evidente clic tale proprietà è 
esclusiva alla retta P, 

Dunque: se una prima polare ha una cuspide p, il suo 


Steivkr» (. C. p. 4-5. 
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polo o è una cuspide della Steìneriana, la quale ha ivi 
per tangenie la retia polare di p (*). 

Ed in causa del ouinero delle cuspidi della Sleineriana (118, d ) : 

lu una rete geometrica dell’ ordine vi sono 

12(n — 2)(n — 3) curve, ciascuna delle quali è dotata di una 
cuspide. 

122. Una curva Cm d’ordine m incontri l’ Ues&ìana in 3m(n — 2) punti ; 
te rette polari di questi punti saranno tangenti si all" (n~ 1 j"'" polare di Cn 
(103, e) cbe alla Steineriana (118, a). Sia p uno dj quei punti , ed o quello 
in cui la Steineriana è toccata dalla retta polare di p. La prima polare di o 
ha un punto doppio in p, onde ha ivi due punii coincidenti comuni con C»; duo- 
que, siccome l’(n — 1 polare di Tm è il luogo dei poli delle prime polari 
tangenti a Cm ( 103), cosi o è un punto di questa (n — 1 polare. Ossia: 

L*(n — 1)"'"* polare di una data curva d’ordine m tocca 
la Steineriana in 3m(n~2| punti, che sono i poli d’aU 
trettante prime polari aventi i punti doppi nelle iuterse* 
zioni della curva data coll’ Hessiaua. 

Se m = 1 , abbiamo : 

Una retta arbitraria H sega PHessiana in3(n — 2 ) punti , che sono doppi 
per altrettante prime polari; i poli di queste sono ì punti dì contatto fra la 
.Sleineriana e T (n — 1 polare di H. 

Ed è evidente che: 

Se A è una tangente ordinaria dell’ Hessìaoa, 1’ (n — 1 polare di R 
avrà colla Steineriana un contatto qiiadripiinto e 3n — 8 contatti bipunti. 

Se A è una tangente stazionaria dell" Hessiana , 1’ ( n — 1 j"""* polare di R 
avrà culla Steineriana un contatto sipimto e 3(n — 3) contatti bipunti. 

E se A ^ una tangente doppia dell’ Hessiana, I’ (n — 1 )**" {volare di A 
avrà colla Steineriana due contatti quadripunti e Sn—'IO contatti bipunti. 

.IBT. XXI. ProprlelA delle eeeoade polari. 

123. I>a prima polare di no punto o rispetto alla prima polare di un 
altro ponto o', ossia, ciò che ò la medesima cosa (69, c), la prima polare 
di 0 rispetto alta prima polare di o, si f da noi chiamala per brevità (116) 
Kconda polare mista de’ punti oo\ Avuto rìgnardo a questa denominazione, la 
seconda polare del punto o, cioè la prima polare di o rispetto alla prima po- 
lare di 0 (69, b) può anche chiamarsi feconda polare pura del punto o. 

Se la seconda polare mista de’ punti oo passa per un punto a , la retta 
polare di o relativa alla conica polare di a passa per o' (69 , d ) ; donque ( 108 ) : 

La seconda polare mista di due punti oo' è il Inogo di 
un punto rispetto alla conica polare del quale i punti oo' 
siano poli coniugali. 

Ond’ è che , data una retta A , se in essa assiimoosi dne punti oo i quali 


(*) STBiTtK* eDDBciò chc l« SlcìBeruiaa lui chiamvU Kemeurvti lu I2{n — 3)(n — Z) 

empiei (C. di CaKLLK. t 47, p. I). Poi CLtMca. STfndo IroTito lo sl»vi numero di polari cuspidate» 
MHpeltb rbe I poli di t|nntc fossero le cuspidi della Slekaeriana» « dinostri «tursta proprIeU pel caso di 
n z 4 ( L'dàer Curren l'tcrfer Ordnungt GionaJe CULt-a-noAcaatpT» t. 59. Berlioo IMI, p. IZI). 
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&iaoo couiugaii rispetto alla conica polare di un punto a, la seconda polare 
mista di oo passerà per a. Le coppie di punti in coniugali rispetto alla 
conica suddetta, formano iin^ involuzione i cui punti doppi ef sono le interse- 
zioni della conica colla retta (108). I punti ef sono pertanto ì poli di due 
seconde polari pure passanti per a. 

Di qui s'inferisce che, affinchè una seconda polare mista, i cui poli oo' 
giacciano in passi per a, è necessario e siifRciente che oo' dividano armo- 
nicamente il segmento e/; vale a dire: se oo'ef sono quattro punii armonici, 
la seconda polare mista di oo passa pei poli di lime le coniche polari conte- 
nenti i punti ef. Ora , quando una conica polare passa per due punti ef, il 
suo polo giace si nella seconda polare pura di e che in quella di f (69, a); 
gli ( R — 2 )- punti comuni a queste due seconde polari sono poli d' altrettan- 
te coniche polari passanti per e/*, epperò sono anche punti comuni a tutte h; 
seconde polari miste che passano per a ed hanno i poli in R. 

Dunque le seconde polari miste passanti per un punto dato e aventi i 
poli in una data retta formano un fascio d' ordine n — 2. 

Se una seconda polare mista ì cui poli giacciano in R dee passare per 
due punti ab, essa è pienamente e in modo unico determinala. I punti di R, 
coniugati a due a due rispetto alia conica polare di a, formano un* involuzio- 
ne; ed una seconda involuzione nascerà dal punto b. I punti coniugati comuni 
alle due involuzioni (25,b) sono i poli della seconda polare mista richiesta. 

Concludiamo adunque che le seconde polari pure e miste i 
cui poli giacciano in una data retta formano una rete geo- 
metrica dell* ordine n — 2. Inoltre, le seconde polari pure dei punti 
della retta data formano una serie d* indire 2 ; cioè per un punto arbitrario a 
passano due seconde polari pure ì cui poli giacciono nella retta data ( e nella 
conica polare di a ). E il luogo de* punti doppi delle seconde polari pure c 
miste de' punti della retta data, cioè I' Hessiana della rete anzìdella, è una 
curva deir ordine 3(n — 3) (92). 

124. Abbiamo or ora osservato che per due punti ef della data retta R 
passano (n*— 2)^ coniche polari, i poli delle quali sono le intersezioni delle 
seconde polari pure di e, f. questi due punti a' avvicinano indefÌDÌUmenie 
sino a coincidere in uno solo f, avremo (n — 2)^ coniche polari tangenti in f 
alla retta A, e i loro poli saranno le intersezioni della seconda polare pura 
di f con quella del punto infinitamente vicino in R, vale a dire, saranno al- 
trettanti punti di contatto della seconda polare pura di f colla seconda polare 
dèlia retta data ( la curva inviloppo delle seconde polari pure de' punti di A, 
ossia il luogo de* poli delle coniche polari tangenti ad A (104) ). 

Si è inoltre notalo che, se oo'ef sono quattro punti armonici (in A), 
la seconda polare mista di oo' passa per le (n — 2 intersezioni delle secon- 
de polari pure di e, f. Ora, supposto che ef coincidano in un sol punto f, 
anche uno degli altri due ( sia o ) cadrà in / (4) ; dunque la seconda pola- 
re mista di due punti of io A passa per gli (n— >2)^ punti in cui la secon- 
da polare pura di f tocca la seconda polare di A. Ossia ; 

La curva d* ordine 2(n — 2), seconda polare di una 
retta A, tocca in (n — 2)^ punti la seconda polare pura di 
un punto qualunque o di A. I 2 ( n — 2 )‘^ punti in cui la se- 
conda polare dì A è toccata dalle seconde polari pure di 
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due puDti 0, o' di R, giacciono tutii in una stessa curTa 
d* ordine che è la seconda polare mista de' punti oo. 

(a) Dì qui si può dedurre che la seconda polare di una retta ha, ri> 
spetto alle seconde polari pure e miste de’ punti di questa reità , tutte le pro> 
prietà e relaxìoni che una conica possiede ris|»etto alle retie che la toccano o 
la segano. 

(b) Nè questo importante risultato è proprio ed esclusivo alle curve se- 
conde polari^ ma appartiene ad una rete qualsivoglia. Data una rete geometri- 
ca di curve d’ordine m , fra queste se ne assumano inlìniie formanti una serie 
d’ indice 2 ; il loro inviluppo sarà una linea tangente a riasciitia curva invilup- 
pala negli punti in cui questa sega l’ inviluppata successiva. Ma per un pun- 
to arbitrario passano solamente due inviluppate: anzi queste coincidono, se il 
punto è preso nella linea-inviluppo. Donde segue che l' inviluppo non può in- 
contrare un’ inviluppala senza toccarla; e siccome queste due lince si toccano 
in pumi, cosi \* inviluppo delle curve della serie pro|>osta è una linea 
deir ordine 2m. 

Tulle le curve dì una rete, passanti per uno stesso punto, formano un 
fascio. Ora , i punti di contatto fra l’ inviluppo cd un’ inviluppala nascono 
dair intersecarsi di questa coll’ inviluppata snccessiva; dunque essi costituiran- 
no la base d’ un fascio di curve della rete; Ossia liilie le curve della rete, 
passanti per un punto ove l’ inviluppo sia tangente ad una data inviluppata , 
passano anche per gli altri m'-' — 1 punti di contatto fra l’ inviluppo e T in- 
viluppala medesima. 

Per due punti in cui l’ inviluppo sia toccalo da due inviluppate dilTerenli 
passa una sola curva della rete. Ond’ è che una curva qualunque, la quale 
appartenga bensì alla rete ma non alla serie, intersecherà la linea-inviluppo 
in 2m^ ponti, ove questa è toccata da due curve della serie. 

(c) Ritornando alla seconda polare delia retta A, gli (n — 2)^ punti 
di coniano fra questa curva e la seconda polare pura di un punto o di A 
compongono la base di un fascio di seconde polari miste, i cui poli sono o 
ed un punto variabile in R. Se due di quei punti di contatto coincidano iu 
un solo , le curve del fascio avranno ivi la tangente comune , e per una di 
esse quel punto sarà doppio (47). Questo punto apparterrà dunque alla curva 
Hessìana della rete formata dalle seconde polari pure c miste dei punti di 
R ( 123 ). Ossìa in ciascuna delle 6 (n — 2 1 ( n ~ 3 ) inlerseziuDi dì quest’ Hes- 
siana colla seconda polare di A, quest* ultima curva ha un contatto quadrì- 
pnnlo con una seconda polare pura ( il cui polo è in /{ ) , la quale tocca la 
medesima curva in altri (n»-2)'^ — 2 punti distinti. 

125. La seconda polare della retta R può anche essere considerala come 
il luogo delle intersezioni delle curve corrispondenti in due fasci projettivi. 
Siano oo' due punii lissi, ed i un punto variabile in R. La seconda polare 
mista di oi e la seconda polare mista dì o't s’intersecano in (n — 2)^ punti 
che appartengono alla seconda polare dì R, perchè in essi ha luogo il con- 
tatto fra questa curva e la seconda polare pura di « (124). Variando t 
in R , mentre oo' rimangono fissi, quelle due seconde polari miste generano 
due fasci projettivi dell’ ordine n ~ 2 ; ed il luogo de* punti comuni a due 
curve corrispondenti è appunto la seconda polare di R. 

Ai punti oo' se ne possono evidentemente sostituire due altri qualimque 
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presi in /i, perchè le (n — inlei'sezìoni delle seconde polari miste di oi 
e di oi altro non sono che i poli di fi rispello alla prima polare di t (77). 
Donde si ricava quest* altra deÓnizione (86): 

La seconda polare di una retta è il luogo de’ poli di 
questa retta rispetto alia prima polare di un punto varia* 
bile nella retta medesima {*). 

(a| Questa definizione conduce spoulanedmenle ad un’ iinporlante genera- 
lizzazione. Date due rette H, fì', quale è il luogo dei poli dell’ una rispetto 
alla prima polare di un punto variabile nell’altra? Fissali ad arbitrio due 
ptioli oo' in ti’ , e preso un punto qualunque i in R, le seconde polari miste 
de* punti oi ed o'i si segano in (n — 2)* punti , che sono i [>oli di /f rispet- 
to alla prima polare di i. Variando i in /I, quelle seconde polari miste gene- 
rano due fasci projettivi dell’ ordine « — 2 ; ed il luogo de' punti ove si se- 
gano due curve corrispondenti è una linea dell' ordìuc 2(n — 2), la quale è 
evidentemente la richiesta. Ad essa può darsi il nome di ttconda po/are mista 
delie rette ÌÌH\ per dislioguerla dalla seconda polare pura di // , suiierior- 
mentc definita. 

(b) Come la seconda polare pura di il è il luogo di uo punto la cui 
conica polare è toccata da il, così la seconda polare mista di due 
rette RR è il luogo di un punto rispetto alla conica po- 
lare del quale le rette RR siano coniugale. Infatti: se la se- 
conda polare mista di oi e quella di oi passano per un punto a, la reila 
polare di i rispetto alla conica polare di a passa per o e per d (123), cioè 
i è il polo dì R rispetto a quella conica , c. d. d. 

(c) Se nella precedente ricerca (a) si pone il punto i all’ ìniersezioue 
delle rette RR , troviamo che la seconda polare mista delle rette medesime 
passa per gli (n— 2)^ punti comuni alla seconda polare mista de’ punti oi ed 
alla seconda polare luUta de’ punti o'i, ossia (124) per gli (n — 2)^ punti 
in cui la seconda polare pura del punto % tocca la seconda polare pura della 
retta R. Dunque: 

La seconda polare pura del punto comune a due rette 
tocca le seconde polari pure di queste, ciascuna in (« — 2)* 
punti. I 2(n — 2)^ punti di contatto giacciono tutti nella se- 
conda polare mista delle rette medesime. 

126. Se la seconda polare mista di due rette concorrenti in un dato 
punto i, dee passare per un altro punto pur dato o,è necessario e suRicieuie 
(125, b) che quelle due rette siano coniugale rispcUo alla conica polare di 
0 , cioè ch’esse formino un sistema armonico colle rette EF che da » sì pos- 
sono condurre a toccare quella conica. Ossia, se le rette RR EF formano un 
fascio armonico, la seconda polare mista di RR passa pei poli di tulle le co- 
niche polari tangenti alle rette EF. Ora , se una conica polare tocca queste 
due rette , il polo giacerà nelle seconde polari pure d’ entrambe ( 1 04 , b ; 1 24 ) ; 
dunque le 4(n — 2)* intersezioni di queste due curve sono poli d’ aUrellanle 
coniche polari inscritte nell’ angolo EF, epperò sono punti comuni a tutte le 


\*) Salmo.i, aigker jilan» evrttt, (s 1S3. 
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seconde polari mUie passanti per o e relative a relte passanti per i« Ond' è 
che queste seconde polari miste formano un fascio. 

Da ciò consegue che per due punii dati oo passa nna sola seconda polare 
mista relativa a due relte (non date) concorrenti in un dato punto t. Vale t 
dire, le seconde polari pure c miste delle relte passanti 
per un dato punto formano una rete geometrica di curve 
dell’ ordino 2(n — 2). 

Di (piai indice h la serie delle seconde polari pure di tulle le rette pas- 
santi pei dato punto ì? Cerchiamo quante di tali seconde polari passino per un 
punto arbitrario o. L’ inviluppo delle rette le cui seconde polari | pure) passano 
per 0 è la conica polare di questo medesimo punto (104, g)j ad essa arri- 
vano due tangenti da i; dunque per t passano due sole rette le cui seconde 
polari (pure) contengano il punto o. Ossia le seconde polari pure 
delle rette passanti per un punto dato formano una serie 
d’ indice 2. 

127. Sia p un punto comune alla seconda polare pura di R cd all’ Hes- 
siana (della curva fondamentale C„). Come appartenente alla prima di queste 
curvo, p sarà il polo dì una conica polare tangente ad /{ j & come appartenente 
all’ Hesviana , lo stesso punto avrà per conica polare un pajo di rette incro- 
cianlisi nel punto corrUpondenle o della Sleinerìan.t. Ond’è che i punti comuni 
all’ licssiana ed alla seconda polare di R saranno tanti , quante sono le inier- 
sezìonì di R colla Steineriana, cioè 3(n — 2)*. Dunque: 

La seconda polare pnra di una retta qualunque tocca 
I' Hessiana dovunque I’ incontra, cioè in 3(n — 2)* punti. 

Siccome la conica polare di p è formata da duo rette concorrenti in o, 
cosi la retta R, che passa per o, ha, rispetto a quella conica, ìnhnili poti 
situati in un’altra retta pur concorrente in o (HO, a). Laonde una retta R' 
condotta ad arbitrio (non per o) contiene un polo di R relativo alla conica 
polare di p; ossia (125, b) p è un punto della seconda polare mista delle 
rette RR". Dunque: 

l C(n — 2)* punti in cui I’ Hessiana è toccata dalle se- 
conde polari pure di due rette date giacciono tutti nella 
seconda polare mista delle rette medesime. 

Le seconde polari pure delle rette passanti per un dato punto ì formano 
(126) una serie d'ordine 2(n — 2) e d’indice 2; epperò sono inviluppale 
(124^ b) da una linea dell’ ordine 4{n — 2). Questa linea è composta del- 
I' Hessiana c della seconda polare pura del punto i ( 125, c)je gli 8(n — 2j* 
punti, in cui le seconde polari pure di due fra quelle rette toccano l’ Hessiana 
e la seconda polare pura di «, giacciono tutti nella seconda polare mista delle 
medesime due rette. 

(a) $i è dimostralo che la seconda polare (pura) di R tocca P Hessiana 
in pj inoltre anche la seconda polare (pura) di o passa per p, giacché que- 
sto punto è doppio per la prima polare di o. D’ altra parte la seconda polare 
(pura) di o e la seconda polare (pura) di R (retta pas-^anle per o) si locra- 
no ovunque s’incontrano (124); dunque: 

L’ Hessiana, in un suo punto qualunque, è tangente 
alla seconda polare (pura) del corrispondente punto della 
Steineriana. 


Digilized by Google 



lui 

(!)) Da ciò segue che la tangente in p alP Hes&iaoa è la coniugata ar- 
luonica di po rispetto alle due rette che toccano la prima polare di o nel punto 
doppio p (74, c); c se la prima polare di o ha una cuspide in p, la tan< 
geute cuspidale tocca ivi anche T Hessiana. 

Analogamente, la tangente in o alta Sleineriana è la coniugala armonica 
di op rispetto alle due rette che formano la conica polare di p. 

(c) Se si considera una seconda retta R' passante per o,la seconda po* 
lare pura di R' toccherà anch* essa P Hessiana in p. Viceversa : le rette le cui 
seconde polari pure passano per p sono le tangenti della conica polare di p 
(104, g); ma questa conica si risolve in due rette passanti per o^duuque le 
rette, le citi seconde [Ktlari pure contengono il punto p, passano tutte per o. 

Ossìa, r Hessiana è toccata in p dalla seconda polare pura di o e dalle 
seconde polari pure e miste di tutte le rette passanti per o. 

(d) Siccome i conialli delP Hessiana colla seconda polare (pura) di una 

retta R corrispondono alle intersezioni di R colla Steineriana , cosi, se il tocca 
questa curva in un punto o, la seconda polare (pura) di R avrà un contatto 
quadripunto coll' Hessiana nel corrispoodcole punto p, c la toccherà semplice- 
lueole in 3(n — — 2 altri punti. 

Le rette laogeiili alla conica polare d*un punto t sono le sole (104, g), 
a cui spettino seconde polari pure passanti per t. Ma quella conica ha 
6(n~1)(n — 2) tangenti comuni colia Steineriana; dunque la serie formala 
dalle seconde polari pure (di rette) aventi un contatto quadripunto coll' Hes* 
siana è dclP indice 6 ( n >- I ) ( n 2 ). 

Se il è una tangente doppia della Steineriana, la seconda polare (pura) 
di il avrà coir Hessiana due contatti quadripunti c 3(n~2)‘‘‘ — 4 contatti 

bipuDii. 

E se il è una tangente stazionaria della Steineriana , la seconda polare 
(pura) di R avrà coll' Hessiana un contatto sìpunto, oltre a 3 (n — 2)^ — 3 
conialli bipuuii. 

128. Quali sono le rette le cui seconde polari (pure) hanno un punto 
doppio P Siccome la seconda polare (pura) di ima retta il ò il luogo dei poli 
delle coniche polari tangenti ad R, cosi, se quella seconda |K>lare ha un punto 
doppio, 0 necessarìo che vi sia una conica polare avente più di due punti co* 
munì con il, cioè una conica polare che si risolva in due rette, una delle 
quali sia R. Dunque: 

Le rette cui spettano seconde polari (pure) dotate di 
punto doppio sono quelle che a due a due costituiscono 
le coniche polari dei punti dell* Hessiana. E i punti doppi 
delle seconde polari (pure) di quelle rette sono gli stessi 
punti deli* Hessiana. 

La seconda polare (pura) di un punto qualunque t sega I' Hessiana in 
3(n — 2)^ punti, poli di altrettante coniche polari passanti per t, ciascuna 
delle quali è il sistema di due rette. Dunque : 

Le rette che costituiscono le coniche polari dei punti 
dell* Hessiana inviluppano una curva delia classe 3(n— 2)^ 

129. La seconda polare mista di due rette RR' è il luogo di un punto 
alla conica polare del quale condotte le tangenti dal punto RR', queste tangenti 
formino colle rette date un fascio armonico. Tali coniche polari costituiscono 
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una serie d' indice lauti essendo i punii in cui quella seconda po- 

lare niisia è intersecala dalla seconda polare (pura) di un punto arbitrario^ 
dunque fra quelle coniche ve ne sono 4 (n — 2)^ tangenti ad una retta qual- 
sivoglia data (85). 

Ora sia data una conica qualunque Cy e si domandi il luogo di un punto 
la cui conica potare sia inscritta in un triangolo coniugalo a C. Sia a un punto 
arbitrario ed A la retta polare di a rispetto a f. Vi sono 4 ( n 2 coniche 

polari tangenti ad ^ e a due rette concorrenti in a e coniugate rispetto a r» ossia 

4(n — 2)^ coniche polari inscritte in triangoli coniugali a Cy un lato dei 
quali sia in A. Ma le coniche polari tangenti ad A hanno i loro p(di nella se- 
conda polare pura di A\ dunque il lungo richiesto ha 4(n-~2)^ punti co- 
muni colia seconda polare pura di una retta arbitraria , vale a dire , è una curva 
dell’ ordine 2(n — 2). 

Quando un triangolo coniugato alla conica C abbia un vertice o sulla 
curva , due lati coincidono nella tangente ed il terzo è una retta arbitraria pas- 
sante per o. Dunque, se il punto o appartiene anche alla Steineriana, cin^ se 

o il punto doppio della conica polare d’ un punto p delP Hessiana, questa 

conica può risguardarsi come inscritta in qnel triangolo. Per conseguenza : 

Il luogo di un punto, la conica polare del quale sia 
inscritta in un triangolo coniugato ad una conica qualsi- 
voglia data, è una linea dell’ ordine 2(n — 2), che sega 
I* Hessiana ne’ punti corrispondenti alle intersezioni del- 
ia Steineriana colla conica data. 

Questa linea d’ordine 2(n~2), quando la conica data degeneri in un 
|>ajo di rette, non è altro che la seconda polare mista delle rette medesime. 

Così ad una conica qualunque corrisponde una determinata curva d’ordine 
2(n — 2|. E pel teorema (MI, f) è evidente che a più coniche circoscritte 
ad uno stesso quadrangolo corrispondono altrettante curve d’ordine 2(n — 2) 
formanti un fascio. 


14 
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SEZIONE III. 

CURVE DEL TERZ’ ORDINE. 


i%mT* X.NLI1. L* HcMlana e la Ca^he^ana di una curva 
del lers* ordine. 


130. Applichiamo le teorie generali preredenleroeote eiposle al caso che 
la curva foodameotale sia del lerz'ordine, vale a dire una cubica C:^, che 
supporremo priva di punii multipli; ond* essa sarà della sesia classe (70) ed 
avrà nove flessi (100). 

(a) Un punto qualunque è polo di una conica polare e di una relU po* 
lare (68). 

Per due punii presi ad arbitrio passa una sola conica polare (77, a). 
Tutte le coniche polari passanti per un punto o hanno altri tre punti o,o^O' 
comuni, e ì loro poli giacciono io una retta, che è la potare di ciascuno di 
quei quattro punti ooio.o^. 

Una retta ha dunque quattro poli ; essi sono i vertici del quadrangolo 
inscritto nelle coniche polari dei punti della retta. 

Tutte le rette passanti per uno stesso punto o hanno i loro poti in una 
conica, la quale è la conica polare del punto o (69, a). 

(b) La retta polare di un punto o rispetto alla conica polare di un 
altro punto o coincide colla retta polare di o rispetto alla conica polare di 
o' (69,c). Ond' è che, se da o si conducono le tangenti alla conica polare 
di o', e da o le tangenti alla conica polare di o, i quattro punti di contatto 
giacciono in una sola retta; la t$eonda polare mieta de’ punti od (123). 

(c) Da un punto qualunque o del piano si possono, in generale, con- 
durre sei tangenti alla cubica data, poiché questa è una curva della sesta 
classe. 1 sei punti di contatto giacciono tutti nella conica polare del punto o. 

(d) Ma se 0 ^ un punto della cubica, questa è ivi toccala sì dalla retta 
polare che dalla conica polare del punto medesimo. In questo caso, da o par- 
tono sole quattro rette, tangenti alla cubica in altri punti. Ed i punti di con- 
tatto sono le quattro intersezioni di questa curva collaconica polare dì o (71). 

131. Sia 0 un punto della cubica, la quale intersechi la conica polare 
del medesimo (oltre al toccarla in o ) in atxd: onde le rette o(a,ò,c,d) 
saranno tangenti alla cubica rispettivamente in abed (130, d). 

Una tangente è incontrata dalla tangente infìnitamente vicina nel suo 
punto di contatto (30); quindi, se d è il punto della cubica successivo ad o, 
le quattro rette o'(a,ò,c,d) saranno le qiialtro tangenti che si possono 
condurre da d, .Siccome poi la conica polare di o tocca la cubica in o e la 
sega in afred, cosi i sei punti odabed giacciono tulli in essa conica, eppen^ 
i due fasci o(a, ò,c,d), o'(<i,ò,c,d) hanno lo stesso rapporto anarmo- 
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uico(6’2).Ciò significa che il rapporto anarmonico delle quattro tangenti con* 
dotte alla cubica da un suo punto o non cambia passando al punto successi* 
>o; ossia: 

il rapporto anarmonico del fascio di quattro tangen- 
ti, che si possono condurre ad una cubica da un suo pun* 
lo qualunque, è costante (*). 

(a) Di qui si ricava che, se o{a,ò,c,d), o'(a', 6', c', d' ) sono i due 
fasci di tangenti relativi a dne punti qualisivogliano o, o' della cubica, i 
quattro punti in coi le tangenti del primo fascio segano le corrispondenti del 
secondo giacciono in una conica passante per oo' (63). La corrispondenza 
delle tangenti ne^ dne fasci può essere stabilita in quattro maniere diverse, 
porcili il rapporto anarmonico del fascio o (a, ò, c, d) è identico (1) a quel* 
Io di ciascuno de* tre fasci o{b , a, d iC) , o{e, dt a, b), o{d, c , b , a) ; 
dunque i sedici punti ne' quali le quattro tangenti condotte per o intersecano 
le quattro tangenti condotte per o' giacciono in quattro coniche passanti per oo. 

(b) Il rapporto anarmonico costante delle quattro tangenti, che arrivano 
ad una cubica da un suo punto qualunque , può essere chiamalo rapporto anar- 
monico della cubica. 

Una cubica dicesi armonica quando il suo rapporto anarmonico è 1* unt* 
tà negativa, cioè quando le quattro tangenti condotte da un punto qualunque 
della curva formano un fascio armonico. 

Una cubica si dirà equianarmonica quando il suo rapporto anarmonico 
sia una radice cubica iraaginarìa dell* unità negativa, cioè quando le quattro 
tangenti condotte da un punto della curva abbiano i tre rapporti anarmooici 
fondamentali eguali fra loro (37). 

133. Se la conica polare di un punto o è un pajo di rette che si se- 
ghino in 0 , viceversa la conica polare di o' è un pajo di rette incrociate 
in 0 (78). Dunque il luogo de* punti doppi delle coniche polari rìsolvenlisi 
in paja di rette è anche il luogo de' loro poli , cioè la Stelneriana e 1* Hes* 
siana sono una sola e medesima curva del terz* ordine (88, 90). 

(a) Inoltre, siccome la retta oo' tiene il luogo di due rette congiungenti 
due punti o, o' dell* Hessiana ai corrispondenti punti o', o della Steineriana, 
così 1* inviluppo di oo', che secondo il teorema generale (98,b) sarebbe del- 
la sesta classe , si ridurrà qui alla terza classe (** (•**) ). 

(b) I punti 0,0 sono poli coniugati rispetto ad una qualunque delle 
coniche polari (98, b), te quali costituiscono una rete geometrica del se* 
cond* ordine. Dunque: 

Il luogo delle coppie di polì coniugati relativi ad una 
rete dì coniche è una curva del terz* ordine (l* Hessiana 
della rete ) (*♦•). 

( c ) Nella teoria generale è dimostralo che la Steineriana io un suo 


(*) Salmo:*, ThéorèmfS iur Iti eourbes de troiiième degré (Giorasle dì CaiiLt, t 43, Berìi- 
no ISSI . fv. 374 ). — Uigher piane curvet, p. 151. 

l** Cavlst, <ur let courbet du troieième ordre (Jourial de M. Iioctilli, aont 

1844. p. 390). 

(•**) Hkmk. Veòer die Wendejmnete u. e. v. p. I05. 
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puoio qualunque è toccala dalla relia polare del corrispondente punto dell* He<^ 
stana (118|,e che 1* Hessiana è toccala in un suo punto qualunque dalla se- 
conda polare del corrispondente punto della Steioeriana {127, a). Nel caso 
della curva di lerz’ ordine, queste due proprietà si confondono in una sola, 
ed è che la tangente all’ Hessiana in o la retta polare di o’; ossia: 

L* Hessiana è 1’ inviluppo delle rette polari de* suoi 
punti. 

Questo teorema somministra te sei tangenti che arrivano all* Hessiana da 
un punto arbitrario i. Infatti, le rette polari passanti per t hanno i loro poli 
nella conica polare di i, la quale incontra I* Hessiana in sci punti; ciascuno 
di questi ha per retta polare ima tangente dell* Hessiana , concorrente in i. 
Naturalmente i punti dì contatto di queste sci tangenti giacciono nella conica 
polare di i relativa all" Hessiana. 

133. Siano o, o (fìg. 8.*) due poli coniugali (rispetto alle coniche po- 
lari ); la conica polare di o sarà il sistema di due rette aby cd concorrenti 

in d, e la conica polare di o' sarà formata da due altre rette ad , bc incro- 
cianlisi in o. Se le due coniche polari si segano mutuamente in abedy questi 
saranno (130,a)i poli della retta oo, e le rette ac, bd, il cui punto comune 
sia u, formeranno la conica polare di un punto u' situato nella retta od. 
Dunque u, u sono due nuovi poli coniugali; cd u' è il terzo punto d* inter- 
sezione deir Hessiana colla retta od. 

La retta polare di d rispetto alla cubica fondamentale coincide (69, b) 
colla polare di d rispetto alla conica formala dalle due rette ad, be’, dun- 
que (I32,c) la tangente in o all’ Hessiana è la retta oii, coniugata ar- 
monica di od rispetto alle ad, bc: proprietà che poteva anche concludersi 

dal teorema (127, b). Analogamente la tangente all* Hessiana in d è o'm. 
Dunque : 

Le tangenti all* Hessiana in due poli coniugati o, d 
concorrono nel punto di questa curva, che A polo coniu- 
gato alla terza intersezione della medesima colla retta od, 

(a) Due punti di ima cubica chiamansi corritpondtnti , quando hanno 
lo stesso tangenziale (39, b), cioè quando le tangenti in essi incontrano la 
cuna in uno stesso punto. 

Usando di questa denominazione possiamo dire che due poli coniugali ri- 
spetto ad una rete di coniche sono punti corrispondenti dell’ Hessiana di que- 
sta rete. 

(b) Siccome le rette |K>lari di o, d concorrono in u,cosl la conica po- 
lare di u passerà per o e per d. Ma u è un punto dell* Hessiana ; dunque la 
sua conica polare consta della retta od e di una seconda retta passante per u. 
Ossia : 

Una retta la quale unisca due poli coniugati o, o', e 
seghi per conseguenza I’ Hessiana in un terzo punto ii', 
fa parte della conica polare di quel punto u che è polo 
coniugato ad ti'. 

Le rette che coslitiiiscono le coniche polari dei punti dell* Hessiana invi- 
liippauo una curva di terza classe (128). Essa coincide adunque coll’invilup- 
po della retta che unisce due punti corrÌ5|Kui(ienli dell’ Hessiana (132, a). 

A questa curva daremo il nome di fayUyana della cubica data, in onore 
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dcir illustre Cayley, che ae trovò c dimostrò le più interessanti proprietà in 
una sua elegantissima Memoria analitica (*). 

(c) Le tangenti che da un punto qualunque o dell’ Hessiana si possono 
condurre alla Cayleyana sono la retta che unisce o al suo polo coniugato o\ 
e le due rette formanti la conica polare di o'. 

(d) Se abcd sono ì quattro poli di una retta R, le coppie di rette {bCfOd), 
{ca, bd)f (oò, ed) costituiscono tre coniche polari, i cui poli giacciono in 
R; dunque i punti di concorso di quelle oe coppie di rette appartengono al- 
r Hessiana. Ossia : 

L* Hessiana è il luogo de’ punti diagonali, e la Cayle- 
yana è l’inviluppo dei Iati del quadrangolo completo i 
cui vertici siano i quattro poti di una retta qualunque. 

134. Siano aa , bò' due coppie di poli coniugati; c il punto comune alle 
rette ab, ab ; c' quello ove si segano le ab , ab. Allora aabb'ce' saranno i 
sci vertici di un quadrilatero completo; e siccome i termini delle due dìago* 
nali aa' , bb' sono, per ipotesi, poli coniugati rispetto a qualsivoglia conica 
polare, cosi anche i punti ec' saranno poli coniugati rispetto alla medesima rete 
di coniche (109). Dunque: 

Se abe sono tre punti dell’ Hessiana in linea retta, i 
tre poli àb'c coniugati a quelli formano un triangolo i cui 
lati ò'c' , c'a, ab' passano per a,6,c. 

Donde si ricava che, dati due poli coniugati aa' ed un altro punto b 

dell’ Heissiana, per trovare il polo coniugato b' , basta tirare le rette ha, bà 
che seghino nuovamente questa curva in c, c'; il punto comune alle ca' , c'a ^ 
il richiesto (**). 

(a) Le rette condotte da un punto qualunque o dell’ Hessiana alle coppie 
di poli conittgali formano un’involuzione (di secondo grado). Infatti: se una 
retta condotta ad arbitrio per o sega T Hessiana in a e ò, t poli a , b' con- 
iugali a questi sono pure in linea retta con o;onde le rette ooò , oa’6' sono cosi 
tra loro connesse che I' una determina I’ altra in modo unico. Dunque ccc. 

(b) Viceversa, dati sei punti aa , hb' , cc’, il luogo di un punto o, tale 

che le coppie di rette o(a, a), o[b, ò' ) , o(e, e) siauo in involuzione, è 

una curva del terz’ ordine, per la quale aa , bb' , cc' sono coppie di punti 
corrispondenti (***). 

135. Quando due de’ quattro poli {poli congiunti) di una retta coincidano 
in un solo o, questo appartiene all’ Hessiana (90, b), e tutte le coniche po- 
lari passanti per esso hanno ivi la stessa tangente oo. Siano (lìg. 8." ) 0 | 0 ^ 
gli altri due poli della retta (o'u) polare di o; cioè siano o,o^ i punti in cui 
le rette (ad, bc] formanti la conica polare di d incontrano quella retta che 
passa per u' e forma con od la conica polare di u (133, h). 

Due delle tangenti, che da oi ponno condursi alla Cayleyana (133, d), 
coincidono con o,o, e la terza è o,o^; così pure, delle tangenti che da o^ 


(*i A StftTHnr on eurvet of th» tkird orrfer (Pliiiotutvliical Traiuartioits, voi. 1(7, {>ail 3, Lon- 
«lon I9S7 . p. II&— 4(0). 

(**) M4CLAIKI», /. e. p. ììi. 

(•**> CkVLCv, Siéfnoire tur tei courbet du rroiatVme orrfre, p. 887- 
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armano alla Cayleyaoa, due coincidono in o^Oy e la terza è o^o,. Dunque 
(30) le rette oo,, oo^ toccano la Cayleyana in o, , . 

Ne segue che la Cayleyana è il luogo de' poli congiunti ai punti delPHes- 
siana (105), cioè: se una retta polare si muove ini'iluppando 
1* llfìsstana, due poli coincidenti percorrono I’ llessiana 
medesima, mentre gli altri due poli distinti descrivono 
la Cayleyana. 

(a) Si noti ancora che da un punto qualunque o dell' Hessiana partono 
tre tangenti o(o|, o^, o' ) della Cayleyana; e due di queste 00 | , oo.., si cor* 
rispondono fra loro in modo che la retta passante pei loro punti di contatto 
è pure una tangente della Cayleyana. 

(h) Quella retta che passa per u, e forma con oo' la conica polare di 
u, sega la Cayleyana, non solo in poli congiunti ad o, ma eziandio in 
poli congiunti ad o'. Siccome poi quella retta è pure una tangeule della 
Cayleyana, cosi se ne inferisce che questa curva è del sesl' ordine. 

il che può dimostrarsi anche nel seguente modo. Da tm punto t partono sei 
langenii dell' Hessiana (132, c); ciascuna dì queste rette ha due poli coinci- 
denti in un punto dell' Hessiana medesima, dunque gli altri dodici poli giac- 
ciono nella Cayleyana. Ma i polì delle rette passanti per t sono tutti nella c o- 
nica polare di t, epperò questa sega la Cayleyana in dodici punti; cioè la 
Cayleyana è una curva del scsi' ordine. 

(c) Dj quanto precede sì raccoglie che , se oo^ è una tangente della Cayle- 
yana, il punto di contatto 0 | è un polo congiiinlo a quel punto o del P Hes- 
siana che giace iii quella retta , senza però che vi giaccia il suo corrispondente 
o\ Dunque, se indichiamo con a il punto di contatto della oo' colla Cayleyana, 
o sarà un polo congiunto al punto u'. 

Sia u' il terzo punto in cui 1' Hessiana è segata dalla retta tiu', e sia c 
il polo coniugato a tu'. Quella retta che passa per t'' e forma con uu' la co- 
nica polare di v segherà oo' nel punto o. 

Ora, la retta polare di v rispetto alla conica polare di o pas.sa per o' , 
perchè questa conica è un pajo di rette incrociate in o. Ma la retta polare di 
r rispetto alla conica polare di o coincide (130, b) colla ietta polare di o 
rispetto alla conica polare di v, cioè rispetto al sistema (uu' , r'o ); dunque il 
polo o ed i punti u' , o, o', in cui la retta oo' taglia la conica e la retta 
polare anzìdeiie, formano un sistema armonico (110, a); ossia: 

La retta che unisce due poli coniugati è divisa armo- 
nicamente dal terzo punto ov' essa incontra Hessiana, 
e dal punto ove tocca la Cayleyana (*). 

136. L'inviluppo delle rette polari de' punti di una data retta R è una 
conica, che è anche il luogo dei poli delle coniche polari tangenti ad A ( 103 ) , 
ed anche il luogo dei poli di R rispetto alle coniche polari dei punii di R 
medesima (125). Questa conica, che secondo la teoria generale (104) è la 
seconda polare (pura) di A, si chiamerà, nel caso attuale, più brevemente 
poloconiea (pura) della retta A. 

(a) La conica polare di un punto i, oltre all'essere il luogo de' punti 


(*. Cavli^y , .4 JLTcwwr on eurvts eie. p. 425. 
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le cui rette polari cooconono in t , pn«S anche definirsi V inviluppo delle rette 
le cui poloconiche passano per i (104, g). 

(b) Le rette le cui poloconiche hanno iin punto doppio son quelle che 
costituiscono le coniche polari dei punti dell^ Hessiana (128)^ cioè sono le 
tangenti della Cayleyana. 

Consideriamo adunque la retta oo' (fìg. 8.*) e ricerchiamone la poloconi- 
ca , come luogo dei poli delle coniche polari tangenti ad oo'. Siccome oo fa 
parte della conica polare di u, cosi questo punto sarà doppio per la poloco- 
nica richiesta (128). Osservisi poi che la conica polare di ciascuno de' punti 
Oj o' ha due pumi coincidenti comuni con oo'; dunque la poloconica di 
questa è il pajo di rette uo, uo'. 

Vediamo cosi che 1' Hessiana è il luogo de' punti doppi 
delle poloconichc risolventisi in due rette, ed è anche 
l'inviluppo di queste rette; mentre la Cayleyana è invi- 
luppala dalle rette a cui si riferiscono quelle poloconi- 
che (*). 

(c) Il luogo di un punto rispetto alla conica polare del quale due rette 
Rf R' siano coniugate, è una conica (la seconda polare mista di AA' , giusta 
la teoria generale), la quale può chiamarsi la poloconica mts/a delle rette 
Essa è anche il luogo dei poli dì una qualunque di queste rette rispetto alle 
coniche polari dei punti dell’altra (12o, a, b). 

(d) La retta polare del punto comune a due rette RR' tocca le poloco- 
niche pure di queste rette in due punti, che giacciono nella poloconica mista 
delle rette medesime (125, e ). 

137. Se una retta R incontra 1* Hessiana in tre punti 
aòc, la poloconica di R tocca questa curva ne* poli àbc 
coniugati a quelli (122, 127). Donde segue che, se A è una tangente 
ordinaria dell' Hessiana , il cui punto di conlalto sia a ed il punto dì semplice 
intersezione ò, la polocoiiica di R avrà colf Hessiana un contatto qiiadripnnto 
in a' (polo coniugato ad a) ed un contatto bipiinto in b' (polo coniugato a 
b). E se R tocca 1' Hessiana in itn flesso a, la poloconica di R avrà colta 
curva medesima uo contatto siptinlo in a (127, d). 

(a) I sei punti in cui T Hessiana è toccata dalle poloconiche pure di due 
rette giacciono nella poloconica mista delie rette medesime (127). Dunque: 

Se due rette incontrano 1’ Hessiana in sei punti, i poli 
coniugali a questi giacciono in una stessa conica (*^*); 

Se pei Ire punti in cui 1' Hessiana è toccata da una 
poloconica si fa passare un'altra conica qualsivoglia, que> 
sta taglia 1* Hessiana in tre nuovi punti, ne' quali questa 
curva è toccata da una seconda poloconica. 

Abbiamo veduto ( 136 , b) che, se o, o' sono due poli coniugati (fig. 8.* ), 
ne* quali I' Hessiana sìa toccata da rette concorrenti in ti, queste rette costi- 
tuiscono la poloconica ( pura ) di oo'. Questa poloconica tocca I' Hessiana in 


(* Catlit, .4 on eurret e(e. , p. 43J. 

I**) Piti Rrnmimcolc , se una contea taglia THetiiana in tri punii, i poli coningali a que$ti 
ciono in un' altra cooica ( 139 . 
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14, 0 , o'. Dunque qiiesli Ire punii cd altri Ire analoghi giacciono sempre in 
ima stessa conica. 

(b) Le quattro rette che da u si ponno condurre a toccare altrove 
r Hessiana sono quelle che costituiscono le poloconiche ( pure ) delle due 
rette concorrenti in u e forniapti la conica polare di u (136, b). 1 punti di 
contatto di quelle quattro rette sono in una conica tangente alP Hessiana in 
ti (130,d),c d'altronde i punti dì contatto dell' Hessiana colle |K>loconirhe 
pure di due rette giacciono nella poloronica mista di queste. Dunque : 

La conica polare dì un punto u dell* Hessiana, rispet- 
to ali* Hessiana medesima, coincide colla poloconica mi- 
sta delle dite rette che formano la conica polare di n, 
rispetto alla curva fo n d a me n I a I c. 

138. Una trasvei^ale condotta ad arbitrio per un polo Osso o seghi la 
cubica fondamentale ne* punti o,a^O;; e la conica polare dì o in m|m. . Nel- 
la medesima trasversale si cerchino i due punti determinali dalle due 

equazioni : 

_ I / 3 1_\ _I_ _ J_/ [_\ 

owj 2 N orni om., / Ofi^ 2 \ om^ om| / * 
ossia dall' ei|uazione quadratica; 


. 1 t/t 1\ 4 3/1 1\S 

2) — 1 l-< / 1 1=0. 

Ofi'* oitVom, om^/ om,.om^ 4Vom, om.j/ 

Ma per le relazioni che hanno luogo fra i tre punti aia^a- ed i loro 
centri armonici m,mj (in.), si ha: 


1 

om, 

1 


1 2/1 1 1 V 

— = — I h — — 1 , 

enti 3 'Od, 00^' odj/ 

3 \ oa^.oa. od;^.o<i| odi.od^ / 


om,.om^ 3 \ oa^.oa- oa^.oQ\ 
onde i’ equazione 2) potrà scrìversi cosi: 

3, (i_l)(l.l_l_l).(l_±)(l^l_±_±) 

'0^4 oa|/ \Ofi 00, 00^ ooj/ \oa oa^' \oft oa^ 003 00,/ 


■( 


OOj/ 


003 /\o(l OO3 


Facendo girare la trasversale intorno ad 0^ il luogo de* punti sarà 
una curva di second* ordine, che sì può chiamare conica saiellite del polo o (*). 
Se i punti o^Oj coincidono, cioè se la trasversale tocca la cubica in 


(*) Qual uircbbc t’analon ricerca per nna curva r«nlaaief>Ule di ordiac n? Rita dovrebbe coadiir- 
re ad una curvataUUiU deli' ordioe <n — l)(n — }>. Vciiaai : Salhon, Oigher ptant nirref. 
9 , es>c9. 
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0 ^ e la sega in a, , l’ equazione 3) maniresta nel primo membro il fattore 
. Dunque la conica satellite contiene i sei punti 

0(i OQi 

in cui la cubica fondameniale è segala dalle tangenti 
condotte pel polo. 

Se ì punti m,m^ coincidono , cioè se la trasversale tocca in m, la coni* 
ca polare di o, le 1) mostrano che i punti coincidono entrambi io 
vale a dire , io questo punto la trasversale tocca anche la conica satellite. 
Dunque la conica satellite tocca la conica polare ne' pun- 
ti in cui questa è incontrata dalla retta polare. 

(a) Da quanto or si è detto e dal teorema (39, b) risulta che, se o è 
un punto deir Hessiana, cioè se la conica polare di o è un pajo dì rette 
concorrenti io o, anche la conica satellite sarà un pajo di rette concorrenti 
in questo medesimo punto , e propriamente il pajo formato dalle rette satelliti 
di quelle che costìtiibcooo la conica pillare di o. 

Dunque ciascuna delle due rette concorrenti in o' e facenti parte della 
conica polare di o ha per punto satellite (39, b) il punto o\ Ossia: 

L' Hessiana è il luogo de’ punti satelliti delle rette 
che toccano la Cayleyana. 

(b) Si ottiene un’altra definizione della Cayleyana, osservando che (fig. 8.^) 
il punto u è (133) il tangenziale di o' (come anche di o) rispetto all’ Hes- 
stana; e siccome le rette o(a, u, u') formano un fascio armonico, cosi oo' 
è la retta polare di u rispetto alla conica polare di o'. Dunque la Cayleya- 
na è l’inviluppo della retta seconda polare mista di due 
punti dell* Hessiana, I’ un de’ quali sia il tangenziale 
dell’ altro (*). 

AmT. AXIlIé Fascio di enrve del ten* ordine 
aventi 1 medeelml fletMl. 

139. li teorema (71), applicato alla cubica fondamentale (^, significa 
che , se per im punto fisso i della curva si tira una trasversale qualunque a 
segar quella in altri due punti il luogo del coniugalo armonico di i ri- 
spetto ad è la conica polare di i. 

Ma se t è IMI flesso della cubica, la conica polare si decompone nella 
relativa tangente stazionaria ed in un’altra retta / che non passa per t (80). 
Dunque il luogo del punto coniugato armonico di un flesso 
di una curva, rispetto ai due punti in cui questa è in- 
contrata da una trasversale mobile intorno al flesso, è 
una retta (**). 

Alla retta /, che sega la cubica nc’ tre punti ove questa è toccata dalle 
tre tangenti concorrenti nel flesso (39, c), si dà il nome di polare armonica 


I*) Caylkv. à .V«moir ou curt*«« fte. p. 439-44S. 

(••) UkCtAVM, t. e. p. «8. 

16 
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del Sesso t » e non dee confondersi coir ordinaria retta potare che è la tan- 
gente stazionaria. 

(a) Dal desso i si tirino due trasversali a segare la cubica rispettiva- 
mente ne* punti aa\ bb'. Siccome la polare armonica è pienamente determinata 
dai coniugali armonici di i rispetto alle coppie di punti aa, 66', cosi essa 
non è altro che la polare di t rispetto al pajo di rette (a6, a'6' ), oppure 
rispetto al pajo ( o6', ab). Dunque (110, a) la retta / passa pel punto co- 
mune alle rette (o6, ab' ) e pel punto comune alle ( a6', a'6 ). 

Se le due trasversali coincidono , si ottiene la proprietà che , se pel fles- 
so t si conduce una trasversale a segare la cubica in a, 6, le tangenti io 
questi punti vanno ad incontrarsi sulla polare armonica di t. 

Quanto precede mette in evidenza che un flesso di ima cubica ha , ri- 
spetto a questa ed alla sua polare armonica , le stesse proprietà (*) che un 
punto qualunque possiede riguardo ad una conica ed alla sua retta polare ( 107 ). 

(h) Se Ire rette segano la cubica data rispettivamente ne* punti iaa', jbb', 
Ue\ e se yl, o6c giacciono in due rette, anche a'6V sono in linea ret- 
ta (39, a). Supposto che i punti ijl coincidano in im solo (flesso) t, le 
due rette abe, àbc' concorreranno, come or ora si è osservato, sulla polare 
armonica di i. Se inoltre i punti abe coincidono io un punto unico , Io stesso 
avrà luogo de* punti o'6'c' ; dunque: 

La retta che unisce due flessi dì una cubica sega que- 
sta in un terzo flesso {**). E le tangenti (stazionarie) in 
due qualunque di questi tre flessi concorrono sulla po- 
lare armonica del terzo. 

(c) Da questo teorema e dalla definizione della polare armonica d* un 
flesso si raccoglie che, se 123 sono tre flessi in linea retta, il punto coniu- 
gato armonico di 1 rispetto a 23 è situalo nella polare armonica di 1 , ecc.; 
e che per conseguenza le polari armoniche de* flessi 123 sono le rette che uni- 
scono t vertici del trilatero formalo dalle relative tangenti stazionarie, col po- 
lo della retta 123 rispetto al trilatero medesimo (76). 

(d) Il teorema «se tre flessi 123 della cubica sono io li- 
nea retta, le loro polari armoniche concorrono in 

UDO stesso punto a può dimostrarsi anche cosi. Siano le tan- 

genti (stazionarie) della cubica ne* tre flessi nominali ; le coppie di rette 
l^Ì\, /j/'s sono le coniche polari de* punti medesimi, e queste coniche de- 
vono essere circoscritte ad uno stesso quadrangolo , i cui vertici siano ì poli 
della retta 123 (130, a). Vale a dire, le rette I^I'^ devono passare pei 
quattro punti I\!^, ^Vs» tangenti in due de* flessi 123 

sMneontrano sulla polare armonica del terzo, ossia passa pel punto 
dunque passerà anche pel punto f|/^, c. d. d. 

Dì qui si raccoglie che i quattro poli di una retta che con- 
tenga tre flessi della cubica sono i vertici del trilatero 
formato dalle tre corrispondenti tangenti stazionarie, 


(*) Aperfu histohqw , p. 3i9. 

<**. MACLàtlKlH . t. c. p. sai. 
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«d il punto dì concorso delle polari armoniche de* tre 
flessi (*). 

140. Tre trasversali condotte pel flesso i seghino la data cubica nei 
punti oo', hb\ cc' \ esse incontreranno la retta /, polare armonica di t, nei 
punti a, y coniugali armonici di t rispetto alle coppie oa', 6ò', ee'. Ma 
gli stessi plinti a^y giacciono anche nella conica polare di t relativa a qnaUi> 
voglia cubica descritta pei selle punti oaalbb'cc (139). Dunque questa conica 
polare si risolve in due retie^ una delle quali è vale a dire (80|, i è 
un flesso (ed / è la relativa polare armonica) per qualunque curva di ierz*or> 
dine passante pei sette punti anzidetti (**). 

(a) Una cubica ha nove flessi, che sono le intersezioni della medesima 
coir Hessiana (100). Siccome poi la retta che unisce due flessi passa per un 
terzo flesso ( 139 ^b), così per ciascuno di que* nove punti passeranno quattro 
rette contenenti gli otto restanti. Quindi, in virtù del precedente teorema, 
qualunque linea del terz*ordine descrìtta pei nove fles- 
si di una data cubica ha i suoi flessi in questi medesi- 
mi punti (***). 

Le cubiche aventi in comune ì nove flessi chiaroansi tiiigtiiche. 

(b) Siccome per ogni flesso della cubica data passano quattro rette, cia- 
scuna delle quali contiene altri due flessi , cosi il numero delle rette contenenti 

4X9 

Ire flessi è -=:t2. Indicando ì flessi coi numeri 123 9, tali rette 

3 

si possono rappresentare cosi: 

123^ 148, 167, 169, 

456, 269, 268, 368, 

789, 3G7, 349, 247; 

dove si fa manifesto che queste dodici rette si ripartiscono in quattro gruppi, 
ciascuno de' quali è formato da Ire rette (scritte nella stessa linea verticale) 
passanti per lutti ì nove punti d'inflessione. Dunque pei nove flessi di una cu- 
bica passano quattro sistemi di tre rette (****), ossìa in un fascio di cu- 
biche sizigetiche v' hanno quattro cubiche, ciascuna del- 
ie quali si risolve in tre rette (cubiche trilatere). 

Siccome una terna di rette può risgiiartlarsi come una linea di lerz' ordine 
dotata di tre punti doppi, e d’altronde (88) un fascio di cubiche contiene 
dodici punti doppi, cosi pei nove flessi della cubica data non passa, oltre i 
quattro sistemi di tre rette, alcuna curva dotata di punto doppio o di cuspide. 

141. Considerando il flesso i della cubica fondamentale come un punto 
dell’ Hessiana (cioè come un punto avente per conica polare un pajo dì rette 
incrociate in un altro punto i'), il polo %' coniugato (132,b) ad i è il punto 
d'intersezione della tangente stazionaria colla polare armonica. In generale, le 


*) PlDcni», der analu^tchtn Gtomtlrit, p. SSS. 

I **) Salmo:*, Lettu à M. A. L. C^BLLS (Ciarlale <)i Ciiilk, t. S9, Berlino I&5B, p. 3B5). 

•••) Ukmi, Ceber die Weudejtunete u. ». ir. p. J07. 

'****) Plocku. der analjftUcfun Geometrie, p. 3 S 4 . 
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laugentì ali’ Hessìana io due poli coniugali concorrono in uno stesso punto 
della medesima (133); d’altronde es<^eiido t un flesso anche per 1’ Hcssiana 
(HO, a), questa curva ha ivi colla sua tangente un conlalto tripunlo ; dunque 
la tangente io f sega I’ Hessiana in i, ossia la retta che tangente (staziona* 
ria) delta cubica fondamentale nel flesso i è anche tangente (ordinaria) del* 
I’ Hessiana nel polo coniugato i' (*). 

Questa proprietà si poteva anche conchiiidere dalla teoria generale (118, 
c; 119, b|, dalla quale segue ancora che tutte le coniche polari passanti per 
% hanno ivi fra loro un contatto iripiinio, 

(a) Ciascuna tangente stazionaria della cubica fondamentale, essendo an* 
che nna tangente ordinaria dell’ Hessiana , conta come due tangenti comuni ; 
onde le due curve avranno altre 6.6 — 3.9=18 tangenti comuni. Siccome 
poi ogni tangente dell' Hessiana ha due poli coincidenti nel punto coniugato al 
punto di contatto e gli altri due poli distinti nella Cayleyaoa (135), così le 
diciollo tangenti (ordinarie) comuni all’ Hessiana ed alla cubica fondamentale 
toccano quest* oltima curva ne’ punti in cui essa è incontrata dalla Cayleyana. 

(b) III generale, se o, o sono due poli coniugati, e se u' ò il terzo 
punto comune all’ Hessiana ed alla retta oo', questa tocca la Cayleyana nel 
punto o coniugato armonico di u rispetto ai due oo (135, c). Ma allorché 
0 sia 00 flesso della cubica fondamentale, u coincide con o' ; epperò (4) 
anche o si confonde con o\ Dunque la Cayleyana tocca I’ Hessia- 
na nei nove poli coniugali ai flessi della cubica fonda- 
mentale. 

(c) Una tangente della Cayleyana, quale è u'r (fìg. 8.*), sega questa 
curva in quattro punti o,o,o,'o^', i quali sono le intersezioni di u'r colle rette 
costittieoU le coniche polari di o, o' (135). Quando o è un Desso della cu- 
bica fondamentale, la conica polare di o è costituita dalla tangente stazionaria 
oo' e dalla polare armonica, e quest* ultima si confonde con u'r, perchè u' 
ed 0 coincidono insieme. Ond’ è che de* due punti o/o/ 1* uno cade in o' 
(od u) e l’altro si unisce all’ intersezione di due tangenti iorinitamente vicine 
u'r, o'o{' della Cayleyana , cioè al punto di contatto fra questa curva e la retta 
u'r. Questa retta ha dunque un contatto tripunlo colla Cayleyana ; e siccome 
questa curva, essendo della terza classe e del sest’ ordine , non può avere altre 
singolarità all’ infuori di nove cuspidi (99, 100), cosi: 

Le polari armoniche dei nove flessi della cubica fon- 
damentale sono tangenti alla Cayleyana nelle nove cuspidi 
di questa curva. 

(d) L’ Hessiana e la Cayleyaoa sono dolale di proprietà coropletamenie 
reeijtroeiu. Infatti : 


Una tangente quainnque della Cayleya* 
oa sega l’ Hessiana in due punti corrispoa- 
denti, cioè aventi lo stesso tangenziale, ed 
in un terzo punto che è il coniugato ar> 
monico del punto di contatto deila Cayle* 
vana rispetto ai primi due (135, c). 


In un ponto qualunque o dell* Hessia- 
na concorrono tre tangenti della Cayleya» 
na ; due di esse sono eorrisponc/sAti ,cioè 
la retta che ne unisce i punti dt contatto 
è una tangente della Cayleyana; la terza 
poi è la coniugata armonica, rispetto alte 
due prime, delio tangente all’ Hessiana in 
o ( 135 , a ). 


*) Cleuci , ('eàrr ttie ìVendftangenten dtr Curerò drifter Ordnung (Giornale Caiiii-Boa* 
evaSoT, I. sa, Berlino ISSI , p. 23t). 
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Da questa perfetta reciprocità segue che le proprietà della Cayleyana si 
potranno coochiuderc da quelle dell' Uessiana e ricerei'sa. Per esempio : 


I nove punti i,oe*quatL PHessiana è 
toccala dalle sue tangenti stazionarie» sono 
t flessi anche delle inAnlte curve di terzo 
ordine passanti pei medesimi. 

Al fascio di queste curve appartengo- 
no quattro trilateri» cioè t nove flessi sodo 
disirihuili a tre a tre so dodici rette A» 
delle quali in ogni punto t ne concorrono 
quattro. 

I vertici dei qaattro trilateri sono i 
dodici punii r (*;. 

Fra le curve dì terz’ ordine aventi i 
flessi in comune coll* Hessìana v* è anche 
la cubica fondamentale C»» rispello alia 
quale I’ Uessiana è il luogo di un punto 
che abbia per conica potare un pajo di 
rette » e la Cayleyaoa è I* inviluppo dì que- 
ste rette. 

Le tangenti stazionarie /' della cubi- 
ca C» toccano I* Hessìana e ta Cayleyana 
ne* punti t' comuni a queste due curve. 


Le nove rette / tangenti alla Cayle- 
yana nelle cuspidi» sono tangenti cuspidali 
per tutte le inflnite curve di terza classe 
ch’esse toccano. 

Alla serie di queste curve apparten- 
gono qiiallro triangoli, cioè le nove rette 
I concorrono a tre a Ire in dodici pnnti 
r» ciascuna di quelle contenendo quattro 
di questi. 

1 lati dei quattro triangoli sono le do. 
dici rette A. 

Fra le curve di terza classe aventi per 
tangenti cuspidali le rette l ve n’ ba una 
(**)} rispetto alla quale la Cayleyaua 
è l’ inviluppo di. una retta il cui primo la- 
viluppo polare (82) sia una coppia dì pao- 
li» 0 r Hessìana è U luogo di questi punti. 

Le cuspidi della curva K, sono i nove 
punii i' ove r Hessiaoa e la Cayleyaua si 
toccano. 


M2. Dato uo fascio di cubiche, una trasversale qualunque le incontra in 
terne di punti formanti un' involuzione di terzo grado , e ne’ punti doppi di 
questa la trasversale tocca quattro cubiche del fascio (49). Se le cubiche sono 
sizìgeiiche (ossia se hanno i nove flessi comuni) e se la trasversale è la po- 
lare armonica / di un flesso t^ le tre intersezioni di una qualunque fra quelle 
cubiche sono i punti di contatto fra essa e le tangenti che convergono al flesso 
i (139). Sia r uno de' punti doppi dell' involuzione ; la cubica passante per 
r toccherà ivi sì la trasversale / che la retta rt, cioè avrà in r un punto dop- 
pio. Ma i soli punti doppi in un fascio di cubiche sizigetiebe sono le inierse- 
zioni scambievoli delle terne di rette contenenti a tre a tre i flessi (140, b); 
dunque i quattro trilateri (sizigetici) formali da tali rette hanno i loro vertici 
allineati a quattro a quattro sulle polari armoniche de* flessi. 

Di qui si ricava che, se r è un vertice di nn trilatero sizigelico,r dovrà 
giacere nella polare armonica di ciascuno de* tre flessi situati nel lato opposto 
del trilatero medesimo \ ossia : 

I puoi) in cui si segano a tre a tre le polari armoni* 
che dei flessi sono i vertici dei quattro trilateri formati 
dalle dodici rette nelle quali giacciono distribuiti a tre 
a tre ì flessi medesirai 

Considerando uno qualunque de' trilateri sizigetici, i suoi lati contengono 
i nove flessi, mentre pei vertici passano le nove polari armoniche. Sia r uno 
dei vertici ed 193 i flessi giacenti nel lato opposto. Siccome per r passano le 


5 *) QiKSlJ prepriKi sirh dtno»trata fra poco (H?). 

*•) È deaidfraLile una deUnirione iH queata eurra come ifltilitpfw dì una retta variabilr. 

(*•*) HE»fv. AfjOJWAa/tfli der Wendemmit der Cmren dritUr Orduung a. i. «». {Giornale 
di ÙULIK» t. 38. Berlino 18(9, p. 3S7— 38iy 
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polari arfooniche di 123, le quali fanno parte delle coniche polari di questi 
punti rispetto a tutte le cubiche sizigeliche del dato fascio ( 1 40), cosi la retta 
123 sarà, relalivaiDenie a tutte queste curve, la retta polare del punto r 
(130, a). Dunque ciascun vertice di un trilatero sizigeticoè 
polo del lato opposto rispetto a tutte le cubiche sizige- 
t ic he. 

143. Proseguendo a studiare il fascio delle cubiche sizigetiche , una qna« 
lunque di esse sia incontrata dalla polare armonica / del flesso t ne* punti 
mm'm", onde in questi punti le tangenti alla curva saranno i( m, in , m" ). La 
tangente (stazionaria) alla cubica medesima nel flesso t incontri / iti n. La 
cubica è individuala da uno qualunque de' quattro punti nmm'm", epperò, al 
variare di quella, la terna mm'm" genera un' involuzione ( di terzo grado) pro- 
jetlìva alla semplice punteggiala formala dai punti n. 

Se rr,r^r;^ sono i punti doppi dell' involuzione, essi sono anche (142) vertici 
de’ qiiaUro trilateri sizigctici; siano poi ssis^s.^ le intersezioni dei lati rispetti- 
vamente opposti colla retta /. Per queste cubiche /nVa<ere,le tangenti ai flesso 
• sono evidentemente gli stessi lati t(s, S| , s^, s^); ond' è che, ogniqualvolta 
i due punti m'm" coincidono in r, i punti rnn si confondono insieme con t. 

La retta m, che tocca una cubica del fascio nel flesso i, è anche tan- 
gente ali’ Uessiana di questa nel punto n (141). Dunque, se una data cubica 
del fascio incontra la retta I ne’ punti mm'm", le rette t(m, m' , m") sono 
tangenti nel flesso i ad altrettante cubiche del fascio, aventi per Hessiana la 
curva data. Ossìa una data cubica è, in generale, Hessiana di 
tre altre cubiche sizigetiche ad essa (*). 

(a) Se la cubica data è un trilatero, mi vertice del quale sia r ed il 

lato opposto passi per s, le tre tangenti i(m', m"), im riducoosi alle due 

ir, is. La seconda di queste rette piu'i risguardarsi come tangente stazionaria 
della cubica data, la quale è per tal modo Hessiana di sé stessa. E l'altra 
retta ir sarà tangente in t ad una cubica (del fascio) avente per Hessiana il 
dato trilatero. Dunque ciascuna cubica trilatera è Hessiana di sé stessa e di 
un’altra cubica (del fascio). Cioè io un fascio di cubiche sizige- 
tiche ri sono quattro curve le cut Hessìane sono i quat- 
tro trilateri del fascio. 

(b) Cerchiamo se nel dato fascio vi abbia alcuna cubica che sia Hessiana 

della propria Hessiana. Una cubica C ha per Hessiana un’altra cubica, e l’Hes- 
siaoa di questa è una nuova cubica C. Assunta invece ad arbitrio nel fascio 

la curva C', questa è Hessiana di tre cubiche, ciascuna delle quali è alla sua 

volta Hessiana di tre altre cubiche C; talché C dà nove cubiche C. Siccome 
le cubiche C, C’ sono individuate dalle rispettive tangenti tn i (46), od an- 
che dai punti n, n' in cui queste segano la polare armonica /, possiamo dire 
che ad ogni punto n corrisponde un solo punto W , mentre a ciascun punto 
ri' corrispondono nove pnnli n; quindi la coincidenza di due pumi corrispon- 
denti n, n' avrà luogo dieci volte, cioè vi sono dieci cubiche sodisfacenti alla 
condizione proposta. Di questo oiimero sono i quattro trilateri sizìgetici \ ep- 
però, lasciatili da parte, avremo: 


(* HtMt, leber dii EtiJntmi/km der KarùiMn m. $. te. (Cìitriiile di Cmillii, t. 28. Berli»» 
tsu. p. B9 . 
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Un fascio di cubiche sizigcliche contiene sei cubie li e, 
ciascuna delle quali è Hessiana della propria Hessìana (*). 

M4. Vogliamo ora trovare la relazione segmentaria esprimente la projet- 
tiviià che ha luogo fra V involuzione di terzo grado formala dai punti mm'm 
e la semplice serie generala dal punto n (143). freso per origine de' segmen- 
ti un punto r , cioè quel vertice di uno de’ trilateri sizigetici che cade nella 
retta /; e chiamalo m uno qualunque de' punii mm'm'', la projcitiviià di che 
si tratta sarà espressa da un'equazione della forma (34^ a): 

I) (^.ri»-t-;4')rm^-f-3(/l,r«H- J?')rm*-^3(C-rn-f•C')rm-t-i).m-+-/)' = 0, 

ove A, A\ By*., sono coeflìcicnti costanti. Il punto a corrispondente ad r (143) 
suppongasi a distanza infìnita, com' è lecito fare senza sminuire la generalità 
dell' indagine ; perchè trattandosi qui di relazioni fra rapporti anannonici , 
possiamo ai punti uella retta / sostituire le loro proiezioni falle da un centro 
arbitrario sopra una retta parallela al raggio che passa per $ (18). 

Ciò premesso , siccome i tre valori dì rm corrispondenti ad mtzrrsrroo 
devono essere rm = rs , rm' = 0 , rm" = 0 ^ cosi se ne trae ^4 = 0 , C — 0, 
D = 0. 

D’ altronde s è un punto della retta polare di r rispetto a qualunque 
cubica del fascio (143), quindi (11): 

A — ^ 1 1 _ 3C[ 

r$ rm rm' rm" D' ’ 

ma r$ è infinito, dunque C' = 0. Cosi l'equazione 1) diviene: 

3) j 4'. rm -t- 3( B. rn -+■ J?' ) rm^ -h 0' = 0. 

La condizione affinchè la 3), considerando rm come incognita, abbia due 
radici eguali è : 

3) A'^D' -t-4lB.m-t-B'}^ = 0, 

cioè questa equazione del terzo grado rispetto ad rn darà quei tre punti n 
( iiMs ) ^ ciascuno dei quali, come ad s, corrispondono due punti m coin- 
cidenti ( ). 

Se nella stessa equazione 3) si fa rm = m, otiicnsi : 

4) (^' -I- 3B) rn’ -i- azr.ni’ ■+• D' = 0, 

ossia ciascuno de’ punti n dati dalla 4) coincide con uno de' corrispondenti 
punti m. Ma i punti n dolati di tale proprietà sono ( oltre ad $ ) gli stessi 
punti dati dalla 3); dunque le equazioni 3), 4), dovendo ammettere le 
stesse soluzioni, avranno i coelficienli proporzionali. 


(*) Salmon. Hioòer j>laM curvtJ. p. IS4. — AitoniiOLD, Zur Teorie der fnymogetun fWn- 
d^men dritttn Graatt ton drei VariaMn (Giortule di CaMLLB» I. 39, Bcriiio ISSO, p. 1S3). 
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V eqnatione 4) non conliene I’ r* lineare ; onde eguagliando a zero il 
coeflìcìenle di rn nella 3) , ai arri BB'* = 0 , ossia B' = 0-, perchè il por- 
re £ = 0 farebbe scomparire il segmento rn dalla 3). Quindi le 3) , 4) di- 
Tcngono ; 

4B^7n’^->^'’O' = 0, (4'-t-3B)m’-!-i)' = 0, 

donde eliminando rn sì ha : 

6 ) ( 

Posto X’ = J? e per brcTÌlà /)' = — Ah~'B, OTrero posto /! :=■— 2J? e 
per brevità D' — le equazioni 3), 4) io entrambi i casi danno: 

6 ) = 0 , 

c le radici dì questa equazione saranno rs| , ri^, rS;^ . 

Fallo adunque h^ — rn^ ^ = 0 ed inoltre À’zzB, ovvero i4' = — 2B, 
P equazione 2) diviene nel primo caso : 

7) ( rm — rn ) (rm •+■ 2rn )* = 0 , 
e nel secondo: 

(rm — m)*(2rm -+- rn) = 0. 

Cio^ nel primo caso uno destre punti m corrispondenti ad n = (si,i 2 ,i 3 ) 
coincide collo stesso n, mentre gli altri due si riuniscono in un sol punto 
diverso da n. Nel secondo caso invece, due deMrc punti m cor> 
rispondenti ad n = (si,Zj,S 3 ) cadrebbero in- n. Ma nella quislione che ci 
occupa si verìfica il primo caso, non il secondo ( 143); ond’ è che dobbiamo 
assumere A'^B^ non già il' = — 217. 

Dunque la richiesta equazione per la projettività fra 1’ involuzione formai 
ta dalle terne dì pumi mm'm" e la semplice punteggiala formala dai punti n 
può essere scrìtta cosi : 

8) rm* -h 3m . rm* — 4A~‘ =: 0 , 

ove A esprime un coefficiente costante. 

(a) I punti iiSjS.i sono dati dalP equazione 6) , ed i punti r,r^r-| dalla 7): 

rm -h 2rn = 0 , 

ossia dalia: 

rm* H- 8A'^ = 0 ; 

dunque entrambi i sistemi di quattro pumi eqtiiànar> 

monici (27). 

Ne consegue che, se t è nn flesso reaJt delle cubiche sizigetiebe, dne 
de’ quattro vertici r giacenti nella polare armonica / sono reali, gli altri due 
imaginarì (26). E por la reciprocità già avvertita (14l,d), due delle quat- 
tro rette B (tati de’ trilateri sizigelici ) concorrenti in i saranno reali, le al- 
tre due itnagioarie. Che almeno uno de’ flessi di una cubica sia reale, risulta 
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manifesto dall’ essere il nomerò totale delle interseiiooi della cubica 

coll’ Hessiaoa. 

Sia dunque 1 un flesso reale; e delle quattro rette R (140^b), cioè 
123, 148, 1Ò7, 169, siano reali le prime due, imaginarie coniugate le al* 
tre. I quattro flessi 57,69 saranno necessariamente lutti imaginarì,cd invero 
uno de’ primi due sarà coniugato ad uno degli altri due. Siano coniugali 5 e 
9, 6 e 7. Le due rette reali 59, 67 , e le due rette imaginarie coniugate 
56, 79 si segano separatamente io due punti reali r, r^, situati nella polare 
armonica del flesso 1 (139, a). 

Essendo reali le rette 123, 148, i flessi 23, e cosi pure 48, sono o 
entrambi reali, o imaginarì coniugati. D’altronde le coppie di rette [24 , 38], 
[28,. 34] devono dare gli altri due vertici fg, r-, situati in linea retta con 
r, f*} . Ma sono iniaginan, dunque i punti 2348 non possono essere nè 
tulli reali, nè tutti imaginari; cioè 23 sono reali, e 48 imaginarì. 

Da ciò segue che de’ nove flessi di una cubica tre soli 
(in linea retta) sono reali, essendo gli 'altri imaginarì 
coniugati a due a due (*). E delle dodici rette A, clic contengono le 
terne de’ flessi, qiiallro [123, 148, 259, 367] sono reali; le altre no. Uno 
de’ quattro trilateri sizigetici ha un solo vertice reale; un altro ne ha tre; i 
rìmanenii nessuno. 

(b) Come si è supposto sin qui, sia m uno de' punii in cui una data 
cubica del fascio sega la retta /, e sia n 1’ intersezione di questa medesima 
retta colla tangente al flesso i. Supponiamo poi che i punti Jf, iV abbiano 
analogo significalo per I’ llessiana della cubica suddetta; avremo similmen* 
le alla 8): 

75’ + 3nv .75"* - = 0. 

Ma I’ Heasiaaa passa ^ come si è già osservalo (143), |>el piinin n, 
talché sarà: 

9) rn’ -*■ 3rJV . rn* — 4A^ = 0 , 

donde, dato il punto n , si desume il punto iV. Per esempio, se n cade in r, 
si ha rS—oa, cioè jV coincide con s; e se n é uno de’ pumi r,r^ 3 , ossia 
se n é dato dall’equazione; 

rn’ -t- SA’ = 0 , 

sì ottiene; 

irN -f- rn =^0 , 

vale a dire , iV è uno de’ punti Sif.!, . Di qui si ricava ' che le cubiche sizi- 
gclìche le cui tangenti al Desso i passano per uno de’ punti rr^i jr, hanno 
per Hessìane i trilateri sìzigelici; come già si è trovalo altrove '( 143 , a). 

Se invece é dato il punto N, P equazione 9) dà i tre punti n corrispon- 
denti alle tre cubiche , la comune Hessiana delle quali è la curva relativa al 
dato punto N (143). 


(*) Pluck., SVttm der onalvttKhn GromeCfir, p. 26S. 
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(c) Se b eubica daia ^ He^^ìana della propria Hcssiana (M3»b), 
avrà oltre P equazione 9) anche la: 

3rn . rìv^ — Ah~' — 0. 

Sottraggasi questa dalla 9), e dalla risullanie, omesso il fattore m — rlV 
che corrisponde alle cubiche trilatere, si elimini rlV mediante la medesima 9); 
ottiensi cosi la: 

10) — 20A’ . lìi* ~ 8A« = 0 , 

equazione di sesto grado, che dà i sei punti n corrispondenti alle sei cubiche 
dotate della proprietà d’ essere Hessiane delle proprie Hcssiane. 

145. Le quattro taugeoti che in generale si possono condurre ad una 
cubica da un suo punto, nel caso che questo sìa il flesso i, sono le rette 
• (n, m, m', m"). Ond’ è che il rapporto anarmonico della cubica (I31,b| 
sarà quello de' quattro punti nmm'm", ne* quali la polare armonica del flesso 
^ incontrata dalla tangente stazionaria e dalla cubica medesima. 

Ciò premesso , possiamo ricercare quali fra le cubiche sizigetiebe del dato 
fascio sono equianarmoniche e quali armoniche (13t,b). 

Siccome i tre punti mmm” sono dati dalla S) , così i quattro punti 
nmm'm" saranno rappresentati dall' equazione : 

11) rm H- 2rn . rm — 3rn* . rm — 4A^ , rm 4A‘^ . m = 0 , 

che sì ottiene moltiplicando la 8) per rm — m. 

1.41 condizione necessaria e sufficiente affinchè la 11) esprìma un sistema 
equiauarmonico è (37): 

rn (m* h- 8A^) = 0 , 

che rappresenta i quattro punti Dunque (144, b) un fascio di 

cubiche sìzigetiche contiene quattro curve eqiiianarroo> 
Diche, ciascuna delle quali è anche dotala della proprie- 
tà d'aver per Hessiana un trilatero ( sizigeiìco ). 

Aflinchè la 11) rappresenti un sistema armonico, dev'essere (6): 

re* — 20A^ .m —Sh^ = 0. 

Quest'equazione coincide colla 10); dunque un fascio di cubiche si- 
zigetiche contiene sei curve armoniche, le quali sono an- 
che le cubiche dotate della proprietà d' essere Hessiane 
delle proprie Hessiane (*). 


(*) S&L1ION , aì0à«r piani curvu, f. tn. 
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ART. XXIV. carTR RI ters* ordlRe coRutReratA 
come BemlARR Ri «re Riverse reti Ri conlclie. 


M6. Una data cubica qualsivoglia Cj può rìsgoardarst come He&siana di 
ire altre cubiche ad essa siiigetìche (143). Ciascuna di queste Ire curve dà 
urigise ad una rete di coniebe polari, epperò la cubica data sarà 1^ Hessiana 
di tre distinte reti di coniche. Rispetto a ciascuna di queste tre reti, la cu* 
bica data è il luogo delle coppie de’ poli eouiugati (132, b); dunque in ire 
guise diverse ì punti di una cubica possono essere coniugati a due a due, per 
nodo che due punti coniugati abbiano lo stesso tangenziale , ossìa nella cubica 
esistono ire sistemi di ponti corrispondenti (133, a). 

Ed invero, se o è un punto della cubica data ed u è il taogenaiale dì 
esso, da u partono, oltre uo, altre tre tangenti (130, d); siano o' o" o'" 
i ponti di contatto. Abbiamo così le Ire coppie dì poli coniugati oo , oo" , oo ", 
io relazione alle tre diverse reli che baooo per comune Hessiaoa la cubica 
data. 

Applicando lo stesso discorso a ciascuno de’ punti o' o" o"% come al punto 
0 , si vede tosto cbe per la prima rete sono poli coniugati oo ed n'V"; per 
la seconda oo" ed o’"o' ; per la terza oo'" ed oV'. 

(a) Essendo oo', o"o'" due coppie di poli coniugali relative ad una stessa 
rete, se le rette <x>", oo'" si segano in y e le oo" , o'o" in i, anche yi 
sarà una coppia dì poli coniugali relativi alla stessa rete (134). 

1 punti 0 , o", y sono in linea retta, epperò i loro langeozialì (che sono 
anche i laogenziali ordinatamente de’ punti o' , o"' , z) saranno allineati in una 
seconda retta (39, b). Ma i tangenziali di o, o" coincidono io u; dunque il 
tangeuzialc comune di y e a sarà anche il tangenziale di u. Donde si racco* 
glie che; 

Se 0 o' o" o'" sono i punti ove una cubica è toccala 
dalle tangenti condotte da un suo punto u, i punti dìago* 
nali X y z del quadrangolo ooo"o'" giacciono nella cubica, 
e le tangenti a questa in u « y z concorrono in uno stesso 
punto della curva. 

(b) Dal teorema (134) risulta che, se aa', bò' sono due coppie di punti 
corrispondenti della cubica, affinchè questi siano relativi ad imo stesso sistema 
è necessario e sufficiente che il punto comune alle uò, a’b' ed il punto comiiue 
alle ab\ ab giacciano nella curva. Laonde , avuto riguardo alla proprietà ( 45 , d ), 
potremo concludere la seguente : 

Se un quadrilatero completo è inscritto in una cubica, 
i vertici opposti formano tre coppie di punti corrispon* 
denti relative ad uno stesso sistema. 

Qui si olire immediatamente la ripartizione in tre diversi sistemi de' qua* 
drilateri completi inscritti in una cubica. 

(c) Siano UU| , bb^ due coppie di poli coniugati relative a due reti di* 
verse j a il tangenziale di a ed o, ; il tangenziale di 6 e ò^. Siano c, Cj, 
f le terze intersczioiii della cubica colle rette ab, a|6^, a;?; sarà y il tangeo* 
ziale si di c cbe di Cj. Dunque c, Cj sono due poli cooiogaiì, relativi però 
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alU terza rete (b). Cosi pure» se le rette a|6 segano la cubica oeì puoti 
Cj, C(» questi sodo poli coiiogaii rmpctto alla terza rete racdesHOa (*)* 

147. Dato UD piloto o ed uo fascio di coniche circoscritte ad un qua- 
drangolo efqh y quale ^ il luogo de’ punti di contatto delle tangenti condotte 
da 0 a queste coniche? Siccome per o si può condurre una conica del fascio 
e quindi ad essa la tangente in o, cosi il luogo richiesto passa per o. Oltre 
ad 0 , ogni trasversale tirala per questo punto ne contiene altri due del luogo, 
e sono i punti doppi dell’ involuzione che le coniche del fascio delermiaano 
sulla trasversale (49). Diinqne il luogo richiesto è nna ciibioa, la quale passa 
anche per ffghy poiché si può descrivere una conica dei fascio che tocchi oe 
io e , ovvero of in f, ecc. 

Ciascuna conica del fascio sega la cubica in altri due punti m, m' (oltre 
efgh)y che sono quelli ove la conica tocca le tangenti condotte pero. La retta 
rmn', polare di o rispetto alla conica, passa per nn punto fìsso u (il punto 
oppoito ai quattro efgh) (65). Quando la conica passa per o, i due punti 
fmn coincidono in o; laonde questa conica tocca la cubica in o, ed u è il 
tangenziale dì o. 

Fra le coniche del fascio vi sono tre sistemi di due rette, e sono le cop- 
pie di lati opposti {ef, gh), {tg, /4)>-(M, fg) del quadrangolo dato; per 
ciascuno di essi i punii mm' coincidono nel relativo punto diagonale. Donde 
segue che i punti diagonali o o" o”* del quadrangolo appartengono alla cubi- 
ca, e le tangenti in questi punti concorrono in u. 

Siccome le rette o{e, fy g, h) sono tangenti alla culnca in e, f, h, 
cosi la conica determinala dai ciiH|ue punti oefgh è la prima polare del punto 
0 rispetto alla cubica medesima. Analogamente la conica uoo'o 'o"' é la prima 
polare di u. 

148. Sia o un punto qualunque di una data cubica C;,, ed u Ìl tangen- 
ziale di 0. Se Kj è una cubica, la cut Hessiana sia la conica polare di 
t4 l'ispcllo a è un pajo di rette, uno delle quali passa per o (133, b); 
dunque la retta polare di o rispetto a passa per u. Ma u giace anche nella 
retta polare di o relativa a C^y giacché quest’ ultima curva é toccata in o dal- 
la retta ou; dunque in u concoiTcranoo le rette polari di o, relative a tutte le 
cubiche descrìtte pei punti comuni a Cj e (84,c), ossia: 

Se una retta tocca una cubica in un punto o e la sega 
in un altro punto ?i , le rette polari di o, rispetto alte 
cubiche sizìgetiche colla data, passano tutte per u 

(a) Siano oo'o'V'’ i punti di coniano delle tangenti condotte alla cubica 
data dal punto u; pel teorema precedente, u giace nelle rette polari di cia- 
scuno dei quattro punti suddetti, rispetto a tutte te cubiche sizìgetiche. Dun- 
que le coniche polari di u rispetto alle cubiche medesime passeranno per 
oo'o"o'" (***). 

Le tre coppie di lati opposti del quadrangolo oo'o'o"' sono le coniche 


* Vcbét Oimn driUtr Ovénung un4 <f«> ^ vitkkà diete Cwrrftì in 

drei vcrtdiieiientH Punrlen beriihren (Ci<tnulc di Ckblls, (. 36, hcriino 1816, p. 146—132). 

(••) Salkox, On curve» of iht thfrd order, p. S35. 

<***■ cmvT, 4 Afemoir on citrvet ete. p. 443. 
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poUiri di u rispetto a quelle tre carré sizigeticbe la cui Hessiana è C^ycppen> 
saranno taDgenli alle tre corrispoodeoti Caylejrane. 

(b) Sì noti inoltre che o'oV " sono i punti diagonali del quadrangolo for> 
tnato dai quattro punti di contatto delle tangenti condotte alla cubica data dal 
ponto 0 (146, a); dunque o ò il polo della retta o'V' rispetto alle coniche 
polari di o relative a tutte le cubiche sirigeticbe (108, b); ccc. 

149. Siano a^y ì tre punti in cui una retta sega una data cubica, ed 
000,0^, i pttnti di cooialio delle tangenti cbe da quelli si 

poesono condurre alla curva. Siccome i taogeoziali di tre punti io linea retta 
sono pur essi in linea retta, cosi la retta che unisce uno de' punti a con uno 
de' punti b passerà necessariamente per uno de' punti c; epperò i dodici punti 
o6c giacciono a tre a tre in sedici rette ('^). 

Siano tre punti scelti fra quei dodici in modo che siano allineati 

sopra una retta; c siano a,6,Ci , i punti corrùpondenti a quelli 

rispeuivamente nelle Ire reti di coniche , alle quali di nascimento la data cu- 
bica considerala come Hessiana (146). Pel teorema (134) sono in linea retta 
le terne di punti : 



C| , 

^0 ^1 ^1 t 

CyOi b{ t 


<*0 ^2 * 

^0 **2 > 

^0 ^ » 

oltre ad 

9 

^0 » 
* 

r 

E pel 

teorema ( 146 , c) 

sono in linea 

retta anche 


« «1 b-2 Cj , 

6.Ci , 

9 



0 ^ è| c, , 

C| . 


Queste sedici rette si possono aggruppare io otto sistemi di qiiatlio rette 
ciascuno, le quali contengano tntt’ i dodici punti di contatto (**). 

(a) 1 punti che corrispondono ad rispetto ad una medesi- 

ma rete, sono i vertici di un triangolo i cui lati passano ordinatamente per 
<>()> ^0* ^19 (^3^)* ^ anche i pumi di contatto della cubica colla polo- 
conica delia retta relativa a quella rete (137). Dmiqiie (39) le rette 

che uniscono t punii a|ÀtC| ai vertici del triangolo formato dalle tre tangenti 
"^19 ^^19 > concorreranno in uno stesso punto, che è il polo della retta 

a(ìy rispetto alia conica suddetta (***). 

É superfluo accennare che la stessa proprietà compete ai punti , 

’ corrispondenti di rispetto alle altre due reti. 

(b) Le rette s'incontrano sulla data curva in Cg, onde questa pas- 

sa sì pei pumi comuni ai dire sistemi di tre rette (oa„, ^b^, yc„), (a^, a„6„, 

si pei punti comuni agli altri due analoghi sistemi (aa| , ^6,, yc,)), (a/7, 0,6,, ). 


(*) Pluckeh. tUr anaii/ti$chen (iwmetrù, p. 271. 

(**) rrò«r Tumn driUtr Ordmmg u. i, tt>. p. IS3. 

(•*•) PlUckcr, System der ana/ytiseHen Geonteirity f. 46. 
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Saravvi adunque (50, l>) un lungo di lerz' ordine sodisfacente alla duplice 
condizione di passare |>ei punti comuni ai due sistemi 7 ^ 0)7 

( aa, f (ib^ 9 ) » e dì contenere le intersezioni dei due sistemi ( ), 

{ 9 ^ , Qib^f a^ò^). Queste due condizioni sono appunto sodisfatte dal sistema 
di tre rette (a^, [ 01 ][ 10 ], t'Cq), ove [ 01 ] ìndica il punto eomuoe alle ret- 
te aa(^f ^òi, ed [ 10 ] il punto ove sì segano le aoi , ^ 6 ^,. altronde^ qua- 
lunque luogo di terz' ordine appartenente al fascio detenoioaio dai due siste- 
mi » ^ 1 ^ 1 ) esset^ altrimenti composto 

che della retta e di un pajo di rette coniugale nelT involuzione qiiadratiea 
i cui raggi doppi sono a|òi (*). Dunque la retta [d1][IO] passa pei 

punto Cq ed è coniugata armonica di rispetto alle 0^61 (-^9 *)• 

(c) Per la stessa ragione^ se aOg incontra ^ 6 $ , in [ 02 ], [03], e se 

^bn incontra aa^ , aa^ io [20] , [30] , le rette [02][20] , [03][30] passano per c„. 
laonde, rappresentato con [ 00 ] il punto comune alle aa,), i due sistemi di 
quattro punti [00 , 01 ^ 02 , 03] ^ [00 , 10 , 20, 30] avranno eguali rapporti 
aoarmooici, imperocché essi rìsuJiano dal segare colle due trasversali ao^, 
/? 6 n UDO stesso fascio di quattro rette concorrenti in . Ne segue che i rap- 
porti anarroonici de’ due fasci a(ag , a, , Oj , ò| , ò^, 6 ;^) sono 

eguali, ossìa che i sei punti [00], [11], [32], [33], a, ^ giacciono in 
una stessa conica, come si è già dimostrato altrove (131, a). 

Analogamente, concorrendo in c^ le quattro rette , <i{ 6 n, a^;^, 
i due fasci 0 ( 0 ^, Ot , , a^), ^(61 , 0 ;^, 6 ^) avranno eguali rapporti anar- 

monici ’f ecc. 

(d) Come nel punto concorrono le rette [01][10] , [02][20],. . . 

così » e^ » [00][1l], [22][33],... 

» c, » [00][22],[33][ll],... 

' » c, » [00][33],[Il][22],...r»|. 

Dunque i punti [00], [11] 9 [32], [33], ove si segano i raggi omo- 
loghi de’ due fasci projetiivi a( formano 

un quadrangolo completo, i cui punti diagonali c,, c^, Cj appartengono alla 
cubica c sono i punti di coolaito di tre taugenti concorrenti ia y , terza in- 
tersezione della curva colla retta a^. 

Quando i punti coincidano , ritroviamo no teorema già dimostra- 
to (H 6 , a). 

(e) 1 punti a, sono ì centri di due fasci proiettivi, ne’ quali alle 

rette a(ao, Oi , , a, ) corrispondono |?( 6 o, 6 , , Aj, ò^). Condotta per a una 

retta qualunque che seghi nel punto [xO]^ unito [xO] con c„ mediante 
una retta che seghi od^ in [Ox] ; sarà /^[Ox] la retta corrispondente ad a[xO]. 
In questo modo si trova che alla retta corrisponde od ac^ , secondo 
che sì consideri appartenente al fascio a 0 Dunque (£9) aC(^, so- 


(*> $e le «Hikbe d'aa fasdo hanno nn pnnto doppio conmne te ciatetma di eate rontia di 

«Ine rette iixroriale in e,, tutte le analoghe coppie di rette formaao evidentemente tin' invelnztoae • à 
cni ragsì doppi npprceenUno le due linee del rnicio per le <]uali è una cmpidc t 4S )• 

In ciucuoo de' punti e concorrono sei rette nanloghe n (•|/(IS). 
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no le taogeoti in a, ^ alla conica generala dai due fasci projenivi^ ossia 
|107) Cq è il polo della retta aj? rispetto alla conica «j? [00][l 1][23][33]. 

AnaloganieDte , i ponti sono i poli della retta rispetto alle 

altre tre coniche passanti per e per le intersezioni delle tangenti che con> 
corrono io a ed in ^ ( 131 , a). Ossia: 

Le tangenti che si possono coodurre ad una cubica 
da due suoi punti a,, ^ si segano io sedici punti si> 

ttiali a quattro a quattro in quattro coniche passanti 
per a e 

i poli della retta a/9 rispetto a queste eoniclie gìac* 
cioDO nella cubica, la quale è ivi toccata da quattro ret' 
(e concorrenti in 7 , terza intersezione della curva colla 
retta a/9. 

] poli di a/9 rispetto a tre qualunque fra <|uelle co* 
Diche sono ì ponti diagonali del quadrangolo completo 
avente per vertici i quattro punti [xy] situati nella quar- 
ta conica {*), 

(f) La conica polare di Cq, oltre al toccare la cubica io c^, la seghi 
ne’ punti pqn. Ogni conica passante per pqrs incontra la cubica in due altri 
punii che sono in linea retta col ponto y, tangenziale di (147); dunque 

la conica descrìtta per pqrt ed a passerà anche per /9. 

Si noli poi che il quadrangolo completo pqrt ha i suoi punti diagonali 
in CiCjC;}, cioè ne’* punti che hanno il tangenziale comune con Cg (146, a). 
Ne segue che il Iriangoio c^eie^ è coniugalo rispetto ad ogni conica circo- 
scritta al quadrangolo pqr$. 

Ma siccome CiC^C;^ sono anche i punti diagonali del quadrangolo 
[00][] 1][22][33] , così il triangolo CjC^c, è pur coniugato rispetto alla coni- 
ca nella quale giacciono i sei punti a/9[00][l l][22][33]. Dunque ( lOS , e ) 
questa conica passa anche per pqn (**|. 

150. Se nel metodo generale (67, c) per costruire il punto oppotto a 
quattro punti di una cubica sì suppone che questi, coincidendo per cop- 
pie, si riducano a due soli a, ò, il punto opposto y sarà in lìnea retta coi 
langeoziali a, /9 di a, 5, cioè sarà il tangenziale della terza intersezione c 
della cubica colla retta ab. Ogni retta condotta per y sega la cubica in altri 
due punti mn, pei quali passa una conica tangente in a e 6 alla cubica me- 
desima; onde, se i punti mn coincidono, la conica e la cubica avranno fra 

loro tre contatti bipiinti. Pel punto y passano quattro rette tangenti a ; 

UDO de' punti di contatto, e, è in linea retta con a6;gli altri tre siano 

e consideriamo la conica tangente io oàc^ . 1 punti CC| sono polì coniugali ri- 
spetto ad una delle Ire reti di coniche, P Hessiana delle quali è la cubica 
data (146); e se 5, è il polo coniugalo a 6 nella stessa rete, la retta ò|C, 


'. • * . -u.i. . . - , 

(*) Salmoii, n^èmtt nrr Us eourbei d* (roiViriM p. 376 . — fli^Aer plxuit cut- 

ve » , p. |3«. 

(**) Samcki, Hoikrtb. Oh tkt initrtcctiemt of tongtfU* tfromi tMrough tteo points on o eur- 
uf tìi» Utird degret (f^ntrlrrlf Jouroal of par* «od «pflird MiU>cn»lir«« ro4. 3» Utodun tS$0. 

p. m). 
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passerà per a, c ie 6cj , b\C si taglieranoo in , polo coniugato ad a ri* 
spello alla niede^^iiDa rele (134). Vale a dire, se la cubica è toccala in abci 
da una cuna di second’ ordine , i poli a|6,e coningaii ad o6C| rispeUo ad 
ima delle Ire reli sono io linea rena; donde segue che, rispello alla rete 
medesima, quella curva di second* ordine i la polocooìca delia retta a|ò|C ( 137 ). 
Analogamenle , se , a^6. sono i punti corrispoodenti ad ab nelle altre due reti , 
le coniche tangenli in o6c;^ sono le polocooiche delle rette a.ò.,c, a^b^c 

rispetto a queste reti. 

Così le coniche tangenti ad una cubica in tre punti si 
distribuiscono in Ire sistemi, relativi alle tre reti aven- 
ti per comune Hessiana la cujbica data. 1 sei ptioii di contatto 
di due coniche d^ uno stesso sistema giacciono in una conica segante ; e vice- 
versa, se pei tre punti di contatto dMina conica un certo sistema si de- 
scriva ad arbitrio una linea di second* ordine, questa sega la cubica in tre 
nuovi punti, ne' quali questa curva ^ toccata da un* altra conica dello stesso 
sistema ( 137 ^ a). 

Se una poloconica dee passare per due punii dati o , o', la retta a cui 
essa corris|>oDde sarà tangente alia conica polare di o ed a quella di o ( 136, a). 
Ma due coniche hanno quattro tangenti comuni; dtinqlic per due punti dati 
ad arbitrio passano dodici cooidie ( quattro per ciascun sistema ) aventi tre 
contatti bipimii colla data curva di terz' ordine. 

1..3 poloconica dì una tangente stazionaria, per ciascuna delle Ire reti, 
ha un contatto sipunto coll' Hessiana (137); vi sono adunque venti- 
sette coniche (nove in ciascun sistema) aventi un con- 
tatto sipiinlo colla cubica data (**). 1 punti di contatto sono quel- 
li che nei tre sistemi corrispondono ai nove flessi, vale a dire, sono i punii 
in cui la cubica è toccala dalle tangenti condotte per uno de' flessi (39, d). 
Uno qualunque di questi punti chiamisi p, q od r, secondo che appartenga 
all'uno o all'altro dei tre sistemi. 

Tre flessi in linea retta ed i nove punti pqr che ad essi corrispondono, 
nei tre sistemi , formano un complesso di dodici punti ai quali si possono ap- 
plicare le proprietà (149). Dunque; 

Ogni retta che unisca due punti p ( detto stesso sistema ) passa per 
un flesso ; 

Ogni retta che unisca due punti pq ( di due diversi sistemi ) sega la cu- 
bica in un punto r ( del terzo sistema ). 

Ed inoltre ( 137 ^ a ) : 

1 sei pimii p che ( in imo stesso sistema) corrispondono a sei flessi alli- 
neali sopra due rette, giacciono in una conica (**). 


I*) STci!(Ra, G*om$tTÌ$the L€hr$àtie (CieniJite 41 Cmllk, t. 3), Berlino ISIS, p. 132). 

(••> flK«9B, Vebtr CwTTen driiter Ordntng u. e. ic. p. tSs-t7&. 

Olire «He Memorie ciute in questo e net precettenle articolo TCgKaBsi le seziienli: 

Monica. Ctòtr die Grundformen der lÀmen der dritter Ordnmng { ASIiandlnnsen iter k. 
SScluisehea Gesetlschan àfr WisseaiclianeA , 1. Bit, Leipeig 1843. p. 40). 

Bkliavitis, Suila eiastifieùxione (Mie atrre det terz' ordine (Nenoric dell* Socieii llaiiaaa 
delle «rienre. t 2S. parte 1., Modena ISSI , p. 33). — SfKWisioiie dei nitotri metodi di geometria 
aNa/i4ira (Memorie dell'Islilulo Veaclo, voi. 8, Veaeiia ISSO, p. 343). 
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